Développement : Espace de Bergman B2
Notations a utiliser :

e D={z€C|z|] <1}

e S'=0D

e Kun compact fixé inclus dans D

o B?*(D)={feCP [|fI?dA < o} = L*(D,A) N H(D)

o (I (g e [, fgda

e || -]l; la norme associée au produit scalaire (- | - ).

Résultats a démontrer :
. 2 < 112
1. Soit fe B4(D), alors rggg(lf(a)l < Fawsy'
2. L'espace (B%(D),{(-|-)p) est de Hilbert .

3. Lafamille (ey)pey OU €p:z = /nTHZ" est une base hilbertienne de B*(D)

4. Pourtoutz€ D,f(z) = [, (f_(j;) w.

Preuves :
1.Montrons que ff]o'r[x]o'm[f(a + pe®)dr. = 2nf(a) for pdp = mr*f(a)

D’abord fb(a,r) fda = ﬂ]o,r[x]o,Zn[f(a + pet?)da = ff]o'r[x]o'm[f(a + pe'?) pdpd6.

On est dans les conditions d’appliques les théorémes de Tonelli et Fubini, a savoir :

o 0o f(a+e?)estintégrable sur b(a,r)
e p fo 7Tpf(a + elg)de est continue (conséquence du théoréme de continuité sous le
signe intégrale), donc mesurable.

Donc ff]o,r[x]o,zn[f(a + petf)da. = forp Js " f(a+ pet®)dodp.

Evaluons foznf(a + peie)de .. Appliquons la formule intégrale

f(2) p 1 f(a+pe“9)
—az = — _ -

de Cauchy:f(a) = i . d(pei‘g) =
' 2im z—a 2im pet®
ab(a,r) ob(a,p)
1 cenf(atpe’®). 9. 1 c2m 0
Efo Tlpel de—zfo f(a+pe‘ )d@

donc forpfoznf(a + pe®)dodp = 2nf (a) for pdp = nr?f(a).
Soit, (|- )gr:(f,9) » fb(a'r) fgdaA (l'induit du produit scalaire (- |- )p).L'inégalité

de Cauchy — Schwarz implique que :

[(F11),,

1
et ceci pour toutr. Il s’ensuit que f(a) < lim — <
p que f(a) = lim —lIfllz <

< ”f”af”i”a,r < ||f||2||i||a'r < ||fll,v/m r. On aura par conséquent f(a) < %Ilfllz.

1 IIf1l2
Vr(1-|al) 1£1l2 < Vrd(K,s1) "

N.B : La derniére inégalité découle du fait que d(K,S') < 1 — |a| puisque a € K.
2. L’équivalence entre les assertions «(B%(D), (| - )p) est de Hilbert » et

« (B2(D), |l - II,) est de Banach »(assertion qu’on va démontrer tout de suite) est triviale.
Soit (f;)nen une suite de Cauchy dans (B%(D), || - ||,). De 1., il découle que



”fp_fq” < &
Vrd(K,S1) md(K,SY)

Ve >0,3n, € N,Vp >q >n,Vz €D, |fp() fq(z )|

Ainsi (f,),, est de Cauchy dans (H(D), || - ||») qui est de Banach, donc 3f € H(D), f,, -l f.

D’autre part, (f;,),, est de Cauchy dans L?(D, ), donc par le théoréme de Riesz — Fischer,

il existe une sous — suite (fom))n qui converge A — presque partout vers g € L%(D, ). Par
unicité de la limite, f*~??g. donc fe L2(D, A) et par suite f € B%(D), ce qui conclut.
3.Soit p et q deux entiers distincts. On a :

. (ep|ep) = [, epepdl = Pl flpzl’“(foznde) dp = 1.
I e,EqdA = Y (”“73(‘”1) fol p2p+1(f02”ei(10—q)9d9) dp =

b (ep|eq )D= D

D@D 11 p2+ 0. dp=0

La famille est ainsi orthonormale. Montrons qu'elle totale, autrement dit
((en))* = {05200}
Soitn €N, f € ((ep)n)t, alors 0 = (z"|f) = (Z"| Y=o akzk) (Z a,z" est le

n=0
développement en série entiére de f qui est holomorphe c’est-a- dire analytique).
o) k\ _ voo k\ _ oo Ay
Or (Zn| Yik=0 AKZ ) = Yk=0 ak<Zn|Z > = Zk:om( enlex) = ,ainsi

a, = 0etceci Vn € N, ce qui conclut.

4.0n fixe z dans D. On définit I'application ev, : B2(D) — C
fr f@)

ev, € (BZ(D))*. Du lemme 1 découle la continuité de ev, puis le

théoréme de représentation de Riesz — Fréchet nous donne que
3k, in B2(D),ev, = (- |k, ). Rappelons que (e,)ncn €st une base hilbertienne, donc

By leden =) (oled®n =) e

La série ci — dessus converge non seulement pour la norme || - ||,, mais
uniformément (presque partout comme conséquence du lemme 2, partout
par holomorphle) sur tout compact de D. Pour w € D

= Z(k len) en(w) = Z en(2). en(W) = z(" T DEWT = % a —1zw)2

n=0

Ainsi f(z):(f|kz):: fo(W)kZ(W) dw = fD f(w)dw

m(1- zw)2



