
Développement : Espace de Bergman B². 

Notations à utiliser : 

• D = {z ∈ ℂ, |z| < 1} 

• S1 = 𝜕𝐷 

• K un compact fixé inclus dans D 

• B²(D)= {f ∈ ℂ𝐷, ∫ |𝑓|2𝑑𝜆
𝐷

< ∞} = ℒ²(𝐷, 𝜆) ∩ 𝐻(𝐷) 

• ⟨ ∙ | ∙ ⟩𝐷: (𝑓, 𝑔) ↦  ∫ 𝑓𝑔̅𝑑𝜆𝐷
 

• ‖ ∙ ‖2 la norme associée au produit scalaire ⟨ ∙ | ∙ ⟩𝐷. 

 

Résultats à démontrer : 

1. Soit f∈ 𝐵2(𝐷), 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 max
𝑎∈𝐷

|𝑓(𝑎)| ≤
‖𝑓‖2

√𝜋𝑑(𝐾,𝑆1)
. 

2. L’espace (𝐵2(𝐷), ⟨ ∙ | ∙ ⟩𝐷) 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝐻𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡 . 

3. La famille (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ 𝑜ù 𝑒𝑛: 𝑧 ↦ √
𝑛+1

𝜋
𝑧𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 ℎ𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝐵²(𝐷) 

4. Pour tout z ∈ 𝐷, 𝑓(𝑧) = ∫
𝑓(𝜔)

(1−𝑧𝜔̅)
𝑑𝜔

𝐷
. 

Preuves :  

1.Montrons que ∬ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜆.
]0,𝑟[×]0,2𝜋[

= 2𝜋𝑓(𝑎) ∫ 𝜌𝑑𝜌 = 𝜋𝑟²𝑓(𝑎)
𝑟

0
 

 

D′abord ∫ 𝑓𝑑𝜆
𝑏(𝑎,𝑟)

= ∬ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜆
]0,𝑟[×]0,2𝜋[

= ∬ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)
]0,𝑟[×]0,2𝜋[

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃. 

On est dans les conditions d’appliques les théorèmes de Tonelli et Fubini, à savoir : 

• 𝜃 ↦ 𝑓(𝑎 + 𝑒𝑖𝜃) 𝑒𝑠𝑡 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑏(𝑎, 𝑟) 

• 𝜌 ↦ ∫ 𝜌𝑓(𝑎 + 𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑒 (𝑐𝑜𝑛𝑠é𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑢 𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑𝑒  𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é 
2𝜋

0
sous le 

signe intégrale), donc mesurable. 

𝐷𝑜𝑛𝑐∬ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜆.
]0,𝑟[×]0,2𝜋[

= ∫ 𝜌∫ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜌
2𝜋

0
.

𝑟

0
  

Evaluons ∫ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃
2𝜋

0
. .  𝐴𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑜𝑛𝑠 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒  

de Cauchy: f(a) =
1

2𝑖𝜋
∫

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑎
𝑑𝑧 =

1

2𝑖𝜋
∫

𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝜌𝑒𝑖𝜃
𝑑(𝜌𝑒𝑖𝜃) =

𝜕𝑏(𝑎,𝜌)𝜕𝑏(𝑎,𝑟)

 

1

2𝑖𝜋
∫

𝑓(𝑎+𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝜌𝑒𝑖𝜃
𝑖

2π

0
𝜌𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 =

1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)
2π

0
𝑑𝜃. 

donc ∫ 𝜌 ∫ 𝑓(𝑎 + 𝜌𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜌
2𝜋

0
= 2𝜋𝑓(𝑎) ∫ 𝜌𝑑𝜌

𝑟

0
= 𝜋𝑟2𝑓(𝑎).

𝑟

0
 

Soit , ⟨ ∙ | ∙ ⟩𝑎,𝑟  : (𝑓, 𝑔) ↦ ∫ 𝑓𝑔̅𝑑𝜆
𝑏(𝑎,𝑟)

 (𝑙′𝑖𝑛𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑢 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒 ⟨ ∙ | ∙ ⟩𝐷). 𝐿
′𝑖𝑛é𝑔𝑎𝑙𝑖𝑡é 

𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 − 𝑆𝑐ℎ𝑤𝑎𝑟𝑧 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑞𝑢𝑒 ∶ 

|⟨ 𝑓|1̃ ⟩
𝑎,𝑟
| ≤ ‖𝑓‖𝑎,𝑟‖1̃‖𝑎,𝑟 ≤ 

‖𝑓‖2‖1̃‖𝑎,𝑟 ≤
‖𝑓‖2√𝜋 𝑟. On aura par conséquent  𝑓(𝑎) ≤

1

√𝜋𝑟
‖𝑓‖2. 

et ceci pour tout r. Il s’ensuit que 𝑓(𝑎) ≤ lim
𝑟→1−|𝑎|

1

√𝜋𝑟
‖𝑓‖2 ≤

1

√𝜋(1−|𝑎|)
‖𝑓‖2 ≤

‖𝑓‖2

√𝜋𝑑(𝐾,𝑆1)
 . 

N.B : La dernière inégalité découle du fait que 𝑑(𝐾, 𝑆1) ≤ 1 − |𝑎| 𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑎 ∈ 𝐾. 

 2. L’équivalence entre les assertions «(𝐵2(𝐷), ⟨ ∙ | ∙ ⟩𝐷) 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝐻𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡 » et  

« (𝐵2(𝐷), ‖ ∙ ‖2) 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ »(assertion qu’on va démontrer tout de suite) est triviale. 

Soit (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 𝑑𝑎𝑛𝑠 (𝐵
2(𝐷), ‖ ∙ ‖2). 𝐷𝑒 𝟏. , 𝑖𝑙 𝑑é𝑐𝑜𝑢𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒  



∀𝜀 > 0, ∃𝑛𝜀 ∈ ℕ, ∀𝑝 > 𝑞 > 𝑛𝜀 , ∀𝑧 ∈ 𝐷, |𝑓𝑝(𝑧) − 𝑓𝑞(𝑧)| ≤
‖𝑓𝑝 − 𝑓𝑞‖2.

√𝜋𝑑(𝐾, 𝑆1)
<

𝜀

√𝜋𝑑(𝐾, 𝑆1)
, 

 

Ainsi (𝑓𝑛)𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 𝑑𝑎𝑛𝑠 (𝐻(𝐷), ‖ ∙ ‖∞) qui est de Banach, donc ∃𝑓 ∈ 𝐻(𝐷), 𝑓𝑛
‖ ∙ ‖∞
→   𝑓. 

D’autre part, (𝑓𝑛)𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑒 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 𝑑𝑎𝑛𝑠 ℒ
2(𝐷, 𝜆), 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑝𝑎𝑟 𝑙𝑒 𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧 − 𝐹𝑖𝑠𝑐ℎ𝑒𝑟,  

𝑖𝑙 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑢𝑠 − 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 (𝑓Φ(𝑛))𝑛 𝑞𝑢𝑖 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝜆 − 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑣𝑒𝑟𝑠 𝑔 ∈ ℒ
2(𝐷, 𝜆). 𝑃𝑎𝑟 

unicité de la limite, f𝜆−𝑝.𝑝.
=
g. donc f∈ ℒ2(𝐷, 𝜆) 𝑒𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑓 ∈ 𝐵2(𝐷), 𝑐𝑒 𝑞𝑢𝑖 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑡. 

3.Soit p et q deux entiers distincts. On a : 

• ⟨ 𝑒𝑝|𝑒𝑝 ⟩𝐷
= ∫ 𝑒𝑝𝑒𝑝̅̅ ̅𝑑𝜆𝐷

=
𝑝+1

𝜋
∫ 𝜌2𝑝+1(∫ 𝑑𝜃)

2𝜋

0
𝑑𝜌 = 1.

1

0
 

• ⟨ 𝑒𝑝|𝑒𝑞  ⟩𝐷
= ∫ 𝑒𝑝𝑒𝑞̅̅ ̅𝑑𝜆𝐷

=
√(𝑝+1)(𝑞+1)

𝜋
∫ 𝜌2𝑝+1(∫ 𝑒𝑖(𝑝−𝑞)𝜃𝑑𝜃)

2𝜋

0
𝑑𝜌 =

1

0

.
√(𝑝+1)(𝑞+1)

𝜋
∫ 𝜌2𝑝+1. 0. 𝑑𝜌
1

0
=0 

𝐿𝑎 𝑓𝑎𝑚𝑖𝑙𝑙𝑒 𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑖𝑛𝑠𝑖 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑒.𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑛𝑠 𝑞𝑢′𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒, 𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑖𝑡  

((𝑒𝑛)𝑛)
⊥ = {𝑂𝐵2(𝐷)}. 

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 ∈ ((𝑒𝑛)𝑛)
⊥, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 0 = ⟨𝑧𝑛|𝑓⟩ = ⟨𝑧𝑛| ∑ 𝑎𝑘𝑧

𝑘∞
𝑘=0 ⟩ (∑𝑎𝑛𝑧

𝑛 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒  

𝑛≥0

   

développement en série entière de f qui est holomorphe c’est-à-dire analytique). 

Or ⟨𝑧𝑛| ∑ 𝑎𝑘𝑧
𝑘∞

𝑘=0 ⟩ = ∑ 𝑎𝑘⟨𝑧
𝑛|𝑧𝑘⟩ = ∑

𝜋𝑎𝑘

√(𝑘+1)(𝑛+1)
⟨𝑒𝑛|𝑒𝑘⟩ =

𝜋𝑎𝑛

𝑛+1
, 𝑎𝑖𝑛𝑠𝑖 ∞

𝑘=0
∞
𝑘=0  

𝑎𝑛 = 0 𝑒𝑡 𝑐𝑒𝑐𝑖 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑐𝑒 𝑞𝑢𝑖 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑡. 

4.On fixe z dans D. On définit l’application 𝑒𝑣𝑧 : 𝐵2(𝐷) → ℂ 

                                                                                                 𝑓 ↦  𝑓(𝑧) 

𝑒𝑣𝑧 ∈ (𝐵
2(𝐷))

∗
. 𝐷𝑢 𝑙𝑒𝑚𝑚𝑒 1 𝑑é𝑐𝑜𝑢𝑙𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑒𝑣𝑧 𝑝𝑢𝑖𝑠 𝑙𝑒  

𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑝𝑟é𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑅𝑖𝑒𝑠𝑧 − 𝐹𝑟é𝑐ℎ𝑒𝑡  𝑛𝑜𝑢𝑠 𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒 

 ∃! 𝑘𝑧 𝑖𝑛 𝐵
2(𝐷), 𝑒𝑣𝑧 =  ⟨∙ |𝑘𝑧 ⟩.  Rappelons que (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒 ℎ𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡𝑖𝑒𝑛𝑛𝑒, 𝑑𝑜𝑛𝑐 

𝑘𝑧̅̅ ̅ =∑ ⟨𝑘𝑧|𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 
∞

𝑛=0

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= ∑ ⟨𝑘𝑧|𝑒𝑛⟩ 𝑒𝑛̅̅ ̅ 

∞

𝑛=0
=∑  𝑒𝑛(𝑧)𝑒𝑛̅̅ ̅ 

∞

𝑛=0
. 

𝐿𝑎 𝑠é𝑟𝑖𝑒 𝑐𝑖 − 𝑑𝑒𝑠𝑠𝑢𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑛𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑙𝑎 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑒 ‖ ∙ ‖2, 𝑚𝑎𝑖𝑠  

𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚é𝑚𝑒𝑛𝑡 (𝑝𝑟𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠é𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑢 𝑙𝑒𝑚𝑚𝑒 2, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑜𝑢𝑡  

par holomorphie) sur tout compact de D. Pour 𝑤 ∈ 𝐷, 

𝑘𝑧(𝑤)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ∑⟨𝑘𝑧|𝑒𝑛⟩ 𝑒𝑛(𝑤)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

∞

𝑛=0

∑𝑒𝑛(𝑧). 𝑒𝑛(𝑤)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

∞

𝑛=0

1

𝜋
∑(𝑛 + 1)(𝑧𝑤̅)𝑛 =

1

𝜋
.

1

(1 − 𝑧𝑤̅)2

∞

𝑛=0

 

Ainsi f(z)=⟨𝑓|𝑘𝑧⟩== ∫ 𝑓(𝑤)𝑘𝑧(𝑤)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝐷

𝑑𝑤 = ∫
𝑓(𝑤)𝑑𝑤

𝜋(1−𝑧𝑤̅)2𝐷
. 

 


