Agrégation 2026 René Chollet

Théoréme de Paley-Wiener

Recasages personnels : 236, 239, 245, 250
Rétérence : L1, |Cours d’analyse fonctionnelle: avec 200 exercices corrigés

Proposition (Pour la 239 et la 245). Soit f € L*(R) & support compact
inclus dans [—a,a] pour un a > 0. Alors il existe une unique fonction F :
C — C holomorphe telle que f = Fig et pour tout z € C, |F(z2)| < Ce?mallm(2)l
pour une constante C' > 0.

Démonstration. On pose pour tout z € C, F(z) = [, f(t)e”*™* dt. Mon-
trons que F' est bien définie et est holomorphe sur C en utlhsant le théoréme
d’holomorphie sous I'intégrale. On pose pour cela g(z,t) = f(t)e” %™ pour
tout (z,t) € C x R et on vérifie :
— pour tout z € C, la fonction g(z,-) est mesurable;
— pour presque tout ¢ € R, la fonction g(-,t) est holomorphe sur C de
dérivée —2imt g ;
— pour tout R > 0 et tous (z,t) € D(0, R)xR, |g(z,t)| = | f(t)|eRe(=272) <
| f(t)]|e2mt M1 < | f(t)|e? ™ qui est intégrable car f est a support
dans [—a, a] donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[1rla < (/Zlf(tﬂ?dt)é (/ilﬁdt)é < V3l flls < oo.

On a donc F' holomorphe sur C, f = Fjr par construction, et I'unicité
vient du principe du prolongement analytique car R contient un point d’ac-
cumulation. Reste a montrer la majoration :

a

vz eC, [F(2)| < / ()] g < CePrelim)

—a

ou C = [ | f(t)]dt < oo. O

Lemme (Pour la 236, la 245 et la 250). Soit F : C — C holomorphe telle que
Fir € L*(R) et pour tout z € C, |F(2)] < 7 | B 2 almG) powr des constantes

C>0eta>0.Alors f = F '(Fr) € L*(R) et est a support compact inclus
dans [—a, a].

Démonstmtion Remarquons tout d’abord que l'on peut écrire pour tout

zeR, f(x) = [p F(t)e*™ dt du fait que Flr € L'(R) car [F(t)| < 1+t2 pour
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tout réel ¢t. Cela étant dit, montrons que pour tout b > 0 et tout z € R,

f(z) = [ F(t+1ib)e* "+ d¢. On considére pour R > 0 le contour v défini
comme ci dessous.

b YR

L 4

Comme z + F(2)e*™* est holomorphe sur tout C qui est convexe, la
formule de Cauchy nous donne fm F(z2)e*™**dz = 0. Développons l'intégrale :

R b
/ F(z)e%wza}dz — / F(t)62i7rzt dt + / ZF(R + Z-t)Ginx(R-H't) dt
TR R 0

R 0
+ / F(t 4 ib>€2iﬂ'x(t+ib) dt + / ZF(-R + ,l-t)em'ﬂ*:p(fRJrit) dt
R b

R R
= / F(t)e* ™ dt — / F(t 4 ib)e* ™) gt
-R -R
b
+ i / (F(R + it)e* ™) _ P(—R + it)e* ™) gy,
0

Le dernier membre tend vers 0 quand R tend vers l'infini :

b
Z/ (F(R + it)GQiﬂx(R—i-it) o F(—R + it)GZiwz(—R+it)> dt
0

b
g/ (F(R+it)] + |F(=R + it)]) e dt
0

b l

2C C

< 2mwat  —2mxt dt < - 0.
—/0 1+e+r ¢ “1+RrR

On obtient donc le résultat annoncé en faisant tendre R vers 4+oo dans la
formule de Cauchy. On peut enfin écrire pour tout = > a,

C

AT eQﬂ'b(a—x) dt < Cl@27rb(a—x) oo O,

|f(x)] < / |F(t + ib)e? ™=+ gt < /
R R
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donc f(z) = 0, et méme argument pour x < —a, d’ou f a support compact
inclus dans [—a, a]. O

Théoréme (Pour la 239 et la 250). Soit F' : C — C holomorphe telle que
Fg € L*(R) et pour tout z € C, |F(z)| < Ce* ™) pour des constantes
C>0ceta>0.Alors f = F ' (Fr) € L*(R) et est a support compact inclus
dans [—a, a].

Démonstration. On se donne une approximation de 'unité (¢.).>0 C C*(R)
telle que Ve > 0, supp(p.) C [—¢,¢|. D’aprés le premier point, pour tout
e > 0 il existe une unique fonction I, € H(C) telle que . = F g et [FL(z)] <
Ce?mlmG)l - Montrons que F. vérifie la majoration du deuxiéme point. On
écrit, pour |z] < 1, 1+ |2]* < 2 et donc |F.(2)] < %e%sum(z)'. Pour
|z| > 1, on va servir du fait que ¢, est deux fois dérivables pour faire deux
intégrations par parties :

R = [ et [

€ 1 £ ]
o] -5 [ ea

—&

1 : izt —1 § 2zt
/ 1Tz /! 12
=- pe(t)e dt:---z—/cp(t)e dt
/ c A2z | T°

dirz ),

1 ¢ 1 ¢
done |F(2)] < 753 / [pl(B)]e>mImE dt < el / |02 ()] di

4m2|z|? J_. = Am?|z|?

¢’ 627ra|[m(z)|
T 14z

2Tz

en remarquant que |z| > 1 impose 1 + |22 > 2|z|? et donc # < —HTZ‘Q
et que ¢ est continue sur le compact [—¢,¢] donc intégrable. On a donc

pour tout z € C, |F.(2)] < ﬁezmum(z)‘ pour une certaine constante Cg,

puis [(FE.)(2)| = |F(2)| x |F.(2)] < %e%(““)”m(z)'. On en déduit par le
deuxiéme point que F((FF.)r) est a support compact inclus dans [—a —
€,a + €], or on sait que F(f x p.) = Ff x Fo. = Fr X Fyp = (FF.),
donc f * ¢, = F 1 (FF.)g. On a donc f ¢, a support compact inclus dans
[—a —e,a + €], avec f x p. —.,o [ en norme L? donc par un corollaire du
théoréme de Riesz-Fisher il existe (g,)n>0 tel que €, — 0 et fxp.,, — f
presque partout, ce qui impose que f est & support compact inclus dans
[—a, al.
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