228 - Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applications.

Soit I un intervalle réel d’extrémités a < b € R. Soit f : I — R une
fonction.

I - Généralités sur la continuité et la dérivabilité

1 - Définitions et premieres propriétés

Déf 1. [5] On dit que f est continue au point a € I si li_r)n flz) = f(a).
x o

On dit que la fonction f : I — R est continue sur [ si elle est continue en

tout point de I.

Théo 2. [5] La fonction f est continue en o € I si et seulement si pour
toute suite (zp)nen de points de I qui converge vers «, la suite (f(xy))neN
converge vers f(a).

Ex 3. [5] La fonction définie sur R par f(0) =0 et f(z) = cos <%> siz#0
n’est pas continue en 0.

Théo 4. [5] Si o est un réel adhérent a I n’appartenant pas I et si f a
une limite | en «, il existe un unique prolongement de f a I U {a} qui
est continu en a. Ce prolongement est défini par f(x) = f(x) siz € I et
fla)=1.

Ex 5. [5] La fonction f :  — xsin (%) définie sur R* se prolonge par
continuité en 0 en posant f(0) = 0.

Déf 6. [1] Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si

01
tet]_\?a} t=a

existe.

NB 7. [1] Par récurrence, on peut définir la dérivée n’*™¢. On dit que f
est de classe C" si f(") existe sur I et y est continue.

Prop 8 (Formule de Leibniz). [1] Soit f,g deux applications de I dans R
et a € I tel que f7(a) et ¢ (a) existent. Alors le produit fg est n fois
dérivable en a et

Fo)™ (@) =3

k=0

(}) 9 @s P

avec par convention O = f et g0 = g.

2 - Lien entre continuité et dérivabilité

Théo 9. [5] Si f est dérivable en a € I, elle est alors continue en ce point.

NB 10. [5] La réciproque est fausse. En effet, il suffit de considérer la
fonction z +— |x|.

Ex 11. La fonction f définie, pour tout z € R par

—+00

{2}
2n

fz) =

est continue sur R mais n’est dérivable en aucun point de R.

Rappel 12 (Théoréme de Baire). [4] Soit (F,d) un espace métrique com-
plet. Alors

(i) Si (Op)nen+ est une suite d’ouverts denses de E, (72, O,, est encore
dense dans E.

(ii) Si (Fp)nen+ est une suite de fermés d’intérieur vide de E, [ J°°; F), est
encore d’intérieur vide dans F.

Prop 13. [j/(Développement 1) L’ensemble A des fonctions continues
sur [0,1] qui ne sont dérivables en aucun point contient une intersection
dénombrable d’ouverts denses.

IT - Théorémes fondamentaux

1 - Théoréme des valeurs intermédiaires

Théo 14. Si I = [a,b] avec a < b et f une fonction continue de I dans
R telle que f(a)f(b) < 0, alors l’équation f(x) = 0 admet au moins une
solution o €]a; b|.

Théo 15. [3][Darboux] Si f est dérivable sur I, alors f'(I) est un inter-
valle.
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Théoréeme de Rolle

Théo 16. [1/[Rolle] Soit f : [a,b] — R une application vérifiant
(i) f est continue sur [a,b].

(ii) f est dérivable sur la,bl.

(i) f(a) = 1(0).

Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.
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App 17. [1] Si P est un polynéme scindé sur R, P’ est également scindé.

NB 18. [5]

e Le théoréme n’est plus vrai si f n’est pas continue au bord. (f(x) =0
sur ]0,1] et f(0) = 1)

e Le théoréme n’est plus vrai si f n’est pas dérivable sur |a, b| tout entier

(f(x) = |a| sur [-1,1]).

3 - Théoréme des accroissements finis

Théo 19 (Accroissements finis). [1] Soit f : [a,b] — R une application
continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b]. Alors, il existe ¢ €]a,b| tel que

1) = f(a)

flo =1L

Théo 20 (Accroissements finis généralisés). [1] Soit f,g deux applications
de [a,b] dans R, continues sur [a,b], dérivables sur |a,b[. Alors, il existe
c €a,b[ tel que

(f(0) = f(a))g'(¢) = (9(b) — g(a))f'(c)

Cor 21. [1][Regle de I'Hospital] Si f(a) ()

=g(a) =0etsil = lim s

T#a

existe

i@ _

alors hm
ag(x)
x;éa

App 22. [5] Si f est une fonction & valeurs réelles dérivable sur un inter-
valle réel I, alors f est croissante sur I si et seulement si, f'(x) > 0 pour
tout x € I.
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Théo 23 (Taylor-Young). Soit f : I — R"™ de classe C" sur I. Soit a € I
tel que f"t(a) existe. Alors lorsque h — 0, on a

Formules de Taylor

hn+1

(n — 1)!f(n+1)(a) + O(hn+1).

fla+h)

= f(a) + hf'(a) + ... + %f(")(a) +

Théo 24 (Taylor-Lagrange). Soit f : [a;b] — R une application de classe
C" sur [a;b], telle que f"Y) existe sur Ja;b[. Alors, il existe ¢ €]a;b| tel
que

(b—a)"*

.

F™(a) +

(b—a)"
!

reste de Lagrange

Théo 25. [6/(Développement 2) Soit f : [c,d] — R une fonction de
classe C%. On suppose ¢ < d, f(c) < 0 < f(d) et f'(x) > 0 pour tout
x € [¢,d]. On considére la suite récurrente

AC))
fr@)

Alors en notant a l'unique valeur d’annulation de la fonction f, on a :

Vn € N, Tn4+1 =

b(n) avee o) =

(i) 1l existe o > 0 tel que pour tout xo € [a — a,a + o] = I, (Tpn)neN
converge vers a de maniére quadratique et il existe C > 0 tel que pour
tout n € N, on a,

|xn+1—a|§0|xn—a|2

(ii) Si, de plus, pour tout x € [a,d], f"(x) > 0 alors pour tout xy € [a,d],
la suite (xy)nen est strictement décroissante (ou constante) et

{ Tn+1 —

Théo 26 (Taylor avec reste intégral). Soit F : [a;b] — RY une application
de classe C"*1 sur [a;b]. Alors,

VneN,0< zp1 —a < Ox, —a)?
f”(a)(
@S 27 (a)

T, — a)? pour xo > a.

(b—a)"

n!

F(b) = F(a)+(b—a)F'(a)+ ...+ F™(a)+ / b WF(”“)(t)dt.
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IIT - Suites de fonctions

1 - Reégularité d’une limite de suite de fonctions

Théo 27. [1] Soit (E,d) et (F,¢) deuzx espaces métriques et (fy) une suite
de fonctions de E dans F. Si (f,) converge uniformément sur E vers f :
E — F et si toutes les fonctions (f,) sont continues en xy € E, alors f
est continue en xg.

Théo 28. [1] Soit (f,) une suite de fonctions de classe C' d’un segment
[a,b] de R dans un espace de Banach E. On suppose que
(i) il existe xq € [a,b] tel que la suite (fn(zg)) converge

(ii) la suite de fonctions (f]) converge uniformément sur [a,b] vers une
fonction g.

Alors (f]) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f de classe
Cl et vérifiant f' = g.

Cex 29. [2] On applique (f,) la suite d’applications de R dans R

fm:R — R
x

xr +— —F.
14+ n2x2

Cette suite de fonctions est de classe C! sur R ayant pour limite uniforme
une fonction dérivable f et telle que la suite (f) converge vers une fonction

g#f.

App 30 (Weierstrass). [1] Toute fonction continue f : [a,b] C R — C est
limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polynémes.

IV - Exemples

1 - Fonctions lipschitziennes et uniforme continuité

Déf 31. [1] Une application f : (E,d) — (E’,d’) est dite uniformément
continue sur F si,

Ve > 0,3a > 0,Vx,y € E, (d(z,y) < a=d'(f(z), f(y) < &).

Déf 32. Une application f : (F,d) — (E',d’) est dite k-lipschitzienne si

Va,y € E,d'(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Prop 33. Une fonction k-lipschtzienne est uniformément continue.

2 - Fonctions convexes

Déf 34. [1] Une application f: I — R est dite convexe si
V(a,b) € I2,YA € [0,1], f((1 = Na + Ab) < (1 — N f(a) + Af(b).

Prop 35. [1] Soit f : I — R une application dérivable sur I. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe
(ii) [ est croissante
(iii) La courbe représentative de f est au-dessus de ses tangentes.

App 36 (Inégalité arithmético-géométrique). [1] Soit z1,...,x, des
nombres réels positifs. On a

T+ ..Ty

1
($1...xn)n < "

App 37 (Inégalité de Holder). [1] Soit p,q > 0 tels que ;17 + % = 1. Pour
tout ay,...,ap € Ry et by,...,0, € Ry, on a

1 1
n n P n q
aibi < af bg .
i=1 i=1 i=1
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