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THEOREME CENTRAL LIMITE
- 234, 235, 241, 262, 209, 239, 250, 261 —

Nous allons démontrer ici le célébrissime théoréme central limite dont l'utilité n’est pas plus
a vanter. En chemin, nous aurons a montrer divers résultats sur la convergence en loi, en par-
ticulier le trés important théoréeme de Lévy qui permet d’étudier la convergence en loi o l'aide de
la fonction caractéristique.

Pour une suite de variables aléatoires (X,,) convergeant en loi vers une variable aléatoire X
de loi L, on notera :
2)

(£)
X, ¥ x ou X,

n—-+4oo n—-+o0o

L (1)

Lorsque X est une variable aléatoire & valeurs dans R, on notera ¢x sa fonction caractéristique
et Px sa loi.

On notera Cf I'ensemble des fonctions continues bornées de R dans C, Cj celui des fonctions
continues tendant vers 0 a l'infini et C;° celui des fonctions C*° & support compact.

Lorsque f est L', on notera :

Flf)c€o / f(z)e e da )

sa transformée de Fourier.

Théoréme de Lévy [1], p.536

Le résultat suivant est dia a Paul Lévy. Il montre que la convergence de E[f(X,,)] vers E[f(X)]
pour toul f € C’l? est obtenue simplement par la convergence de la famille ¢ un parameétre (x —
e ") er, ce qui est loin d’étre trivial !

Théoréme 1 (Lévy). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles et X une autre
variable aléatoire réelle. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. X, ¥ Xx
n—r—+oo

2. VteR, px, (t) —— ox(t)

n—-+oo

La démonstration du théoréme de Lévy passera par le lemme suivant :
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Lemme 1 ([1], II.18, p. 533). Les assertions suivantes sont équivalentes :
0 : )

2. Vf € C3, Elf(Xn)] ——— E[f(X)]

Démonstration. 11 est évident que (1) == (2) puisque C§ C Cy. Soit donc f € C{. On va
approcher f par des fonctions de 08 a l'aide de fonctions trapéze. Etant donné un réel A > 0,
on pose T4 la fonction trapézoidale valant 1 sur [—A, A] et 0 sur R\ [-2A4,24].

Fixons € > 0. Il existe alors A € R tel que :
P(X] > 4) = [ 1ppadPr(z) < 3)
R

On a alors :

[E[f(X) = E[f (Xn)]| < [E[f(X) = Taf (X + [E[Taf (X) = Taf(Xn)]| + |E[Taf(Xn) — f(X0)]]

@ Bn Tn

(4)

Controlons séparément chacun de ces trois termes.

o= / (1 - Ta(2)) f(2)dPx ()] (5)

<l [ LirsadPx(a) ©)
< [ flloce (7)
o Thf e Cg, donc par hypothese :
limsup 8, =0 (8)
n——+o0o
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- / (Ta(2) - 1)f(2)dPx, (2) (9)
<[l / | — Ta(z)dPyx, () (1- Ty >0) (10)
R

~ sl (1= [ Tatenies, ) (11)

—— If]loo <1 — / TA(:c)d]P’X(:c)) car Ty € C (12)
n—-+oo R
< 1 flloce (13)

d’olt on déduit :
limsup v, < [|f]|oce (14)
n—+oo

Finallement, en recombinant ces inégalités, on obtient :

0 < liminf [B[f(X)] - ELf(X,)] < limsup [Bf(X)] ~ (X)) < 2lfllee (15)
et donc, en laissant tendre € vers 0, on obtient bien E[f(X,,)] P E[f(X)]. O

On va maintenant démontrer le théoréme de Lévy. Comme il est évident que (1) = (2), on
se contente du sens réciproque. Commengons par montrer la convergence lorsque f € F (LI(R)),
c’est-a-dire lorsque f est la transformée de Fourier d’une fonction 1 € L', c’est-a-dire :

fla) = [ wit)ea (16)

On a alors :
B = [ [ vtes(ito)apy, @ an)

= / P(t) / exp(itx)dPx, (x)dt (théoréme de Fubini) (18)
R R

= / P(t)px, (t)dt (par définition de Pespérance) (19)
R

P / Y(t)px (t)dt (par convergence dominée) (20)

n—-+0oo R

=EJ| / P(t) exp(itX)dt] (en appliquant encore Fubini) (21)

R
= E[f(X)] (22)

Or, la transformée de Fourier est bijective sur ’espace de Schwartz M) Donc toutes les
fonctions Schwartz sont dans F(L'), et en particulier, pour toute fonction g € C°, on a
E[g(X,)] P E[g(X)]. Mais C2° est dense dans C pour la topologie de la norme oo (.

n—-+oo

(i). Attention, ¢a n’est pas du tout évident & démontrer, et je pense qu’il faut au moins avoir une bonne idée
de la preuve. Ca découle de la stabilité de ’espace de Schwartz par transformation de Fourier et de la formule
d’inversion dans L'. Alternativement, on peut le démontrer a partir de la formule sommatoire de Poisson.

(ii). Voir annexe.
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Donc si f est une fonction de C{), pour tout € > 0, il existe g € C=° telle que ||f — g||c < €. On
a alors :

[ELf(X)] = E[f (Xn)]| < [E[f(X) = g(X)][ + [E[g(X) = g(Xn)]| + E[g(Xn) — f(X)]]  (23)
<

2| = glloo + [E[g(X) — 9(X5)]| (24)
et donc
0< lilﬂilif IE[f(X)] - E[f(X,)]] < 2 (25)

ce quelque soit e. Il ne reste qu’a appliquer le lemme pour montrer le théoréme de Lévy !
Remarque : Pour appuyer le recasage dans la 261, on peut observer ce corollaire immédiat :

Théoréme 2. Soient X,Y deuz variables aléatoires réelles. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Px =Py
2. ox = Py

Démonstration. 1l est clair que (i) = (¢i). Supposons donc que ¢x = ¢y. On peut aors consi-
dérer la suite de variables aléatoires (X,,) constante égale & X. Alors px, converge simplement

vers @y et donc X, (% Y. Par unicité de la limite pour la topologie de la convergence en loi,
n—-+oo
on a alors Py = Py. O

Théoréme central limite

On va maintenant démontrer le théoréme central limite :

Théoréme 3 (Central limite). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.
admettant une variance, notée o> € R,.. Alors :

—— S (% —EX) 2 N0 (26)
0" =1

n—-+oo

ou N(0,1) désigne la loi normale standard.

Pour cela, on aura besoin du petit lemme :
Lemme 2. Soit z € C. Alors :

<1+Z+o(i>)n—>ez (27)

n—-+oo
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z 1 1
Démonstration. Pour n suffisamment grand, | —+o <> | < 3 Désignons par log la détermination
n n

i) A partir d’un certain rang, on a donc :

exp <nlog <1 + % +o (;))) (28)

principale du logarithme holomorphe(

(+2+0(3)

— exp (= + o(1)) (20)
=e*(140(1)) (30)
ce qui prouve le lemme. ([

Tous les ingrédients sont maintenant réunis pour prouver le théoréme central limite. Notons
¢ la fonction caractéristique commune des (X;) et S, le terme de gauche dans (26). Sans perte
de généralité, on suppose les (X;) centrées et réduites.

VEER, gs,() =0 r s, 3,0 (31)
-11+(5) e
_ (1 + iE[Xl}% - E[(Xl)ﬂ% +o (;))n (33)

ety
— e’ (35)

en appliquant le lemme ). Ainsi, la fonction caractéristique de S, converge simplement vers
celle de la loi normale centrée réduite. Par le théoréme de Lévy, on en déduit le théoréme central
limite.

Annexe

On va montrer ici un théoréme utilisé plus tot :

Théoréme 4. C° est dense dans Cg pour la topologie de la norme .

Je n’ai pas trouvé (en toute honnéteté, je n’ai pas cherché) de référence qui fasse la démons-
tration. Dans [1], on ne trouve qu'un flegmatique "Stone-Weierstrafl".

Démonstration. Soit f € CJ, soit € > 0. Soit A > 0 tel que :

Vo eR, |5 > A = |f(z)| <e (36)

(iii). 11 est possible de faire une preuve plus élémentaire de ce résultat & I’aide d’une simple inégalité. Je trouve
personnellement que la preuve avec le log holomorphe est plus élégante et efficace, et puisque celui-ci est au
programme, on aurait tort de se priver. Toutefois, il faut bien avoir conscience que ce résultat, trés simple a
prouver dans le cas réel, nécessite des arguments plus raffinés pour fonctionner dans le cas complexe.

(iv). Ici, la variable t est réelle, et donc on pourrait étre tenté de penser qu’on pourrait se contenter du lemme
dans le cas réel, et donc évitant ainsi le log holomorphe. Attention ici, car c’est le o qui est un complexe! On a
donc vraiment besoin du lemme dans le cas complexe, le cas réel ne suffit pas.
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(qui existe car f tend vers 0 en £00). On fixe alors x une fonction plateau telle que :

1. xeC
2.0<x <1
3.VzeR, (Jz| <A = x(@)=D)A(Jz]| 2A+1 = x(x)=0)
O
On a alors :
IIf = xfllo < ¢ (37)

Par ailleurs, le théoréme d’approximation de Stone-Weierstraf indique qu’il existe P une fonction
polynomiale telle que :

I1(f = P)la—1,a41lle <€ (38)
ce qui donne :
Ixf = xPllec <e (39)
Finalement, on a bien :
1f = XxPloc < 2¢ (40)

avec xP € CZ°.

Références

[1] Hervé QUEFFELEC et Claude ZUILY. Analyse pour ’agrégation. DUNOD.

Contactez-moi en cas de pépin a prénom.nom@ens-rennes.fr !



