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Soit £/ un R-espace vectoriel normé et X C F. Soit f: X — R.

Déf 1 ([5]). e On dit que f admet en ¢ un maximum global si
f(z) < f(a) pour tout z € X.

e On dit que f admet en a un maximum local s’il existe un
voisinage de a dans F tel que f(z) < f(a) pour tout x € VN X.

e On dit que f admet en a¢ un maximum strict global (resp.
local) si les inégalités précédentes sont strictes pour = # a.

I - Existence et unicité

1 - Compacité

Théo 2 ([4]). Si X est compact et f est continue, alors f est bornée
et atteint ses bornes.

App 3 ([4]).

e Soit F' un fermé non borné de E et f : F — R une application
continue telle que

e La distance entre deux compactes est atteinte.

m f(x) = +o0.
||| o0
el

Alors, il existe z € F tel que f(x) = ingf(y).
ye
e Soit K un compact de E et F' un fermé de E. Alors il existe
r € KetyéeF tels que d(z,y) = d(K, F).

e Pour tout n € N il existe un unique polynéme P, € R,[X] tel
que

I/ = Pulls = int 1 = PIL

P, est appelé le polynéome de meilleure approximation uni-
forme de f ’ordre n.

2 - Convexité
Soit C' une partie convexe de E non vide.

Déf 4 ([1]). On dit que f est convexe si
V(z,y) € CHL VA€ [0, 1), fAz + (1= Ny) < Af(2) + (1= V) f ().

On dit que la fonction f est strictement convexe si 'inégalité pré-
cédente est stricte pour tout x # y et tout A €0, 1[.

Prop 5 ([1]). e Si f est une fonction convexe sur C, alors l’en-
semble des points réalisant le minimum est un convexe.

e Si f est une fonction strictement convere sur C, alors [ a au
plus un point minimisant sur C.

3 - Projection sur un convexe fermé

Dans cette section on se donne (H,< . >) un espace de Hilbert et
X C H un convexe fermé non vide dans H

Théo 6 ([1]). Soit f € H. Alors il existe un unique v € X
| f—ull=inf | f vl

On appelle alors u la projection de f sur X et on le note px(f)
De plus px(f) est caractérisé par :

px(f) € X et Vo € X, Re(< f —px(f);v —px(f) >) <0.

App 7. (Théoreme de représentation de Riesz) V¢ € H' (dual topo-
logique de H) 3\f € H Yv € H ¢(v) =< f;v >

II - Extrema locaux et différentielle

Soit U C F un ouvert d'un R espace vectoriel. Soit f : U — R.
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Déf 8 ([4]). On dit que a € U est un point critique de f si f est
différentiable en a et D, f = 0.

Condition du premier ordre

Théo 9 ([4]). Si f admet en a un extremum local et si f est différen-
tiable en a, alors a est un point critique de f.

NB 10. e U est essentiel. En effet, pour f : x — x atteint son
maximum sur [0,1] en z = 1 mais f'(1) # 0.

e Laréciproque est fausse. En effet, pour f : # — 23. Ona f/(0) = 0
et pourtant 0 n’est pas un extremum de f.

Théo 11 ([5]). Etant donnés n points (x;,y;) du plan R?, avec des z;
non tous égaux entre eux. Alors il existe un unique couple (\, ) € R?
tel que S (A + p— y;)? soit minimal.

Déf 12. La somme des carrés des distances (mesurées verticalement)
des points donnés (z;,y;) & la droite d’équation y = Az + p est donc
minimale. Cette droite est appelée droite des moindres carrés.

Théo 13 (Rolle). ([4]) Soit f : |a,b] — une application vérifiant :
(i) f est continue sur [a,b]

(ii) f est dérivable sur |a,b|

(iii) f(a) = f(b)

Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

Prop 14. Soit f une fonction convexe différentiable en a € U. On

a alors a est un point critique si et seulement si a est un extremum
global de f.

2 - Condition du second ordre

Théo 15 ([5]). e Si f admet en a un minimum (resp. maximum,)
local et si D2 f existe, alors a est un point critique et D,2f est
une forme quadratique positive (resp.négative).

o 5i, de plus, E est de dimension finie, si a est un point critique
et que D2 f est une forme quadratique définie positive(resp. né-
gative), alors f admet un minimum (resp.mazximum) local strict
en a

Cor 16 ([4]). (Notation de Monge) Soit f : U C R? — R de classe

C? telle que D,f = 0 pour a € U. Posons r = %(CL), s = %(a),
82
t = 54 (a)

o sirt —s2>0etr>0,alors f admet un minimum local en a;
o sirt —s2>0etr <0, alors f admet un maximum local en a;
e sirt —s% <0, alors f n’a pas d’extremum en a;

e sirt —s? =0, on ne peut pas conclure.

3 - Principe du maximum

On considere f : R™ — R une fonction C?
Déf 17 ([4]). On définit le laplacien de f par

n 82]('

Théo 18. Notons D la boule unité ouverte de R™.
e Si pour tout x € D Af(x) >0, alors

Vo e D, f(r) < max f(y).

llyll=1
e Sipour tout x € D Af =0, alors

Vo € D ”II|l|iH1 fly) < f(z) < max f(y)
=
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IIT - Quelques problemes d’optimisation

1 - Optimisation sous contraintes

Rappel 19 (Fonctions implicites).
Soit p,q € N*, U un ouvert de R? x RP et

f=(fi,fp): U — RPdeclasse ck
(l‘,y) = (*1'17 -"7$qay17 "'7yp) — f(xay)

Soit (a,b) € U tel que f(a,b) =0 et det (‘%

3%)19,3‘39 0
Alors, il existe V' un voisinage de a € R?, 2 un voisinage de
(a,b) € R" et ¢ : V — RP de classe C* tels que

V(z,y) € Q, avecz € V, f(z,y) =0 < y = ¢(z).

Théo 20 (Extrema liés). (Développement 1) Soit f, g1, ...
de classe C* (U C R™ ouwvert). Posons

»p -

X={welU:¢gw)=..=g,(w) =0}

Si la restriction de f a X admet un extremum local en a € X et si
la famille (Dyg;)icpp) est linéairement indépendante, alors il existe
(A1, .5 Ap) € RP tels que

p
Daf = Z )\iDagi
i=1
Les (Ni)icpp) sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

App 21 ([4]). SO, est 'ensemble des matrices de SL£,, qui minimise
la norme définie par : si M = (m;;) € M, || M ||l2= (3, m3;)"/?

2 -  Optimisation numérique

Nous nous intéressant dans cette partie a la recherche numérique
des extrema a l'aide d’un algorithme

Méthode de Newton

On considére f: R — R une fonction de classe C3.

Soit u un extremum local de f, alors F'(u) = f'(u) = 0. Donc u est un
zéro de F' = f’, qu’on supposera régulier c’est a dire tel que F”(u) # 0.

Théo 22 ([2] [5]). Il existe € > 0 tel que pour tout xy € [u — € u + €
la suite (x,)n>0 définie par : T, 1 = x, — 5,((22))
11 existe de plus C' > 0 telle que | w01 —u |[< C' |z, — u |2

CONverge vers u.

NB 23. Nous pouvons écrire le méme théoreme pour f : R” — R"

3 -

Déf 24 (Ellipsoide de John-Loewner). (Développement 2) ([3]) L’en-
semble &, = {x € R" | ¢(z) < 1}, ol ¢ est une forme quadratique
définie positive, est un ellipsoide de R™ centré en l'origine.

Optimisation géométrique

Lemme 25 (Développement 2). ([3]) (strict log-concavité du déter-
minant) Si A et B sont deux matrices distinctes symétriques réelles
définies positives, a et [ dans ]0;1[ tels que o + = 1, alors
det(aA + BB) > (det A)*(det B)P.

Théo 26 (Développement 2). ([3]) Soit K un compact d’intérieur
non vide de R™. Il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume
minimal contenant K.
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