Voici le lien vers la vidéo d’explication : YouTube — Vidéo
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sition polaire et Tauvel Exercices d’algebre générale pour I’Agrégation :

470 exercices corrigés, pour 'application

Lecon | Intitulé Note /5 | Pourquoi ce dev y rentre

106 | Groupe linéaire d'un| (x*%%) | Conjugaison par un élément

espace vectoriel de di- orthogonal dans GL,(R);

mension finie £, sous- comparaison des conjugai-

groupes de GL(FE). sons unitaire vs orthogonale,

Applications. action par conjugaison sur les
matrices réelles.

150 | Polynémes d’endo-| (x*%x) |P = VM'M est obtenu
morphisme en dimen- par calcul fonctionnel poly-
sion finie. Réduction nomial : P = p(M"M).
d’un endomorphisme. Lien direct avec polyndmes
Applications. annulateurs/minimal, réduc-

tion de Dunford et propriétés
de T'algébre engendrée (com-
mutation B avec p(A)).

157 | Matrices symétriques | (x x % % %) | Utilise que M "M est SPD,
réelles, matrices her- existence /unicité de la racine
mitiennes carrée P et théoréme spec-

tral; role du groupe ortho-
gonal et des formes quadra-
tiques.

158 | Endomorphismes re-| (x*#%) | Appui sur la diagonalisa-

marquables d'un es-
pace vectoriel eucli-
dien

tion des symétriques (spec-
tral réel) et propriétés des fa-
milles commutantes pour la
construction/ unicité de P.



https://www.youtube.com/watch?v=EW6VrIIG3ro

Théoréme : Décomposition Polaire

Théoréme 1. Soit M € GL,(R) une matrice réelle inversible. Il existe
un unique couple de matrices (O, P) tel que :

M =O0OP

ot O € O,(R) est une matrice orthogonale et P € ST (R) est une
matrice symétrique définie positive. P est un polynéme en M7 M

Démonstration.

1. Existence de la décomposition

Si M =0P, MTM = POTOP = P2
Considérons la matrice A = M M.
— A est symétrique : AT = (MTM)! = MY (M) = MTM = A.
— A est définie positive : Soit v € R"\ {0}. Alors v/ Av =
v M Mv = (Mv)!(Mv) = ||Mvl||*>. Comme M est inversible et
v # 0, ona Mv #0, et donc [[Mv]]* > 0.
Puisque A est une matrice symétrique réelle définie positive, elle admet
une unique racine carrée symétrique définie positive, que nous noterons
P, de plus P est un polynéme en M7M. On a donc P> = A= M"M.
Définissons maintenant la matrice O par O = M P~'. Il nous reste a
montrer que O est orthogonale.

O'0=MPHY (MPH =P H M MP!

Comme P est symétrique, son inverse P! I'est aussi, donc (P11 =
Pt

O'0=p°P Y M'MP'=P PP = (P'P(PP =1,

La matrice O est bien orthogonale. Nous avons donc construit un couple
(O, P) tel que M = OP, ce qui prouve l'existence.



2. Unicité de la décomposition

Supposons qu’il existe une autre décomposition M = O’ P’ avec O’ or-
thogonale et P’ symétrique définie positive. Calculons M7 M en utilisant
cette nouvelle décomposition :

MTM _ (O/P/)T(O/P/) _ (P/)T(O/)TO/P/

Comme O’ est orthogonale, (O")YO" = I,. Comme P’ est symétrique,
(P/)T — Pl.
M"M = P'I,P = (P')?

Nous avons donc (P")? = MTM = P?. Or, la racine carrée d’'une matrice
symétrique définie positive est unique. Par conséquent, P’ = P.

Ensuite, de M = OP et M = O'P, nous déduisons OP = O'P.
Comme P est inversible, on peut multiplier & droite par P~! pour obtenir
O = O'. L'unicité du couple (O, P) est donc démontrée. H



Théoréme 1. Pour toute matrice M € M,(R), il existe une matrice
symétrique positive S et une matrice orthogonale O € O,(R) telles que

M =.50.

Démonstration. La démonstration repose sur 'approximation de la ma-
trice M par une suite de matrices inversibles et 'utilisation de la com-
pacité du groupe orthogonal O, (R).

1. Approximation de M par une suite de matrices inversibles.
Soit M € M,(R). Considérons la suite (Ay)ren+ définie par :

1

Le polynéme caractéristique de M, det(M — AI,,), n’a qu'un nombre fini

de racines. Il existe donc un rang K tel que pour tout k > K, —% n’est pas

une valeur propre de M. Pour ces k, on a det(A;) = det(M —(—1)I,,) # 0.
La suite (Aj)p>rx est donc une suite de matrices inversibles dans
GL,(R). De plus, cette suite converge vers M :
lim Ak =M

k—o00

2. Décomposition polaire de la suite (A;). Pour chaque k > K,
Ay est inversible et admet donc une décomposition polaire unique :

Aj = S;0y,

ot S est une matrice symétrique définze positive et Oy est une matrice
orthogonale (O € O,(R)).

3. Utilisation de la compacité de O,(R). Le groupe orthogonal
O,(R) ={A € M,(R) | "AA = I,,} est une partie fermée et bornée de
M, (R), c¢’est donc un compact.

La suite (Og)g>x est une suite d’éléments du compact O, (R). D’aprés
le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (O, )jen qui
converge vers une matrice O.

.lim ij =0
j—00
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Comme O,(R) est un fermé, la limite O de cette suite de matrices ortho-
gonales est elle-méme une matrice orthogonale : O € O, (R).

4. Convergence de la suite des matrices symétriques. Considé-
rons la sous-suite correspondante (S;). On peut I'exprimer ainsi :

Skj = Aijl;jl = Akthkj

Nous connaissons la limite de chaque terme du produit :
Lm0 Ay, = M (car la suite mére (Ay) converge vers M).
— limj tij = 'O (car la transposition est une application conti-
nue).
La suite (S;) converge donc vers une limite S :

S—thk— MO

]—>OO

5. Propriétés de la matrice limite S.

— Symétrie : Chaque matrice Sy, est symétrique. L'ensemble des
matrices symétriques est un sous-espace vectoriel de M, (R), il est
donc fermé. Par conséquent, la limite S d’une suite de matrices
symétriques est elle-méme symeétrique.

— Positivité : Chaque Sy, est symétrique définie positive. Pour tout
vecteur non nul X € R" on a donc U(Sij > 0. En passant a la
limite (qui est compatible avec les inégalités larges), on obtient :

J—00 J]—00

XSX =X (hm Sk) = lim ('X'Sp, X) >0

La matrice S est donc symétrique positive (ou semi-définie po-
sitive).

Conclusion. En passant a la limite dans 1'égalité Akj = Sijkj, on

obtient :
lim Ak = (hm Sk> (hm Ok>
j—00 j—+00 j—+00

M =50
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Nous avons ainsi démontré 'existence de la décomposition pour toute
matrice M € M,(R). []

Exercice 1. Soit deux matrices réelles A, B € M, (R) et U € U(n,C)
une matrice unitaire, telles que A = UBU™!'. Montrer en utilisant la

décomposition polaire dans R qu’il existe O € O,(R), une matrice or-
thogonale, telle que A = OBO™!.

Démonstration.

1. Passage du complexe au réel : La relation A = UBU ! est
équivalente a AU = UB. Décomposons U en ses parties réelle
et imaginaire : U = X + Y ou X, Y € M, (R). L’équation de-
vient A(X 4+ iY) = (X 4 iY)B. En séparant les parties réelles et
imaginaires (car A et B sont réelles), on obtient deux équations
matricielles réelles :

AX =XB e AY =YDB

2. Construction d’une matrice réelle inversible M : Puisque
U est unitaire, elle est inversible, donc det(U) # 0. Le polynome
p(t) = det(X +tY') en la variable réelle ¢ n’est pas identiquement
nul. 1l existe donc une valeur ¢y € R telle que p(ty) # 0. Posons
M = X 4+ tyY. M est une matrice réelle inversible. De plus :

AM = A(X—l—t()Y) = AX+tgAY = XB+t)YB = (X—|—t()Y)B =MB
On a donc la relation clé : AM = MB.

3. Application de la décomposition polaire : M étant une ma-
trice réelle inversible, on peut la décomposer de maniére unique

en M = OP, ou O est orthogonale et P est symétrique définie
positive. La relation AM = M B devient A(OP) = (OP)B.

4. Commutativité de P et B : C’est 'étape cruciale. Nous de-

vons montrer que PB = BP. De A = UBU!, on tire AT =
(UBUY* = UBTU™!. Ceci méne, par un raisonnement iden-
tique a 'étape 1, a la relation AT M = M BT. En transposant, on
obtient M*A = (MB")l' = BM?'. Considérons P> = M' M.

P’B=(M"M)B=M"(MB)
6



En utilisant M B = AM, on a :
P’B = M"(AM) = (M"A)M
En utilisant M*A = BM", on a :
P’B = (BM"YM = B(M"M) = BP?

Donc P? commute avec B. Comme P est I'unique racine carrée
symétrique définie positive de P?, P est un polynéme en P?. Par
conséquent, B commute également avec P :

PB =BP

5. Conclusion : Reprenons I'équation A(OP) = (OP)B = AOP =
OPB. Grace a la commutativité que nous venons de démontrer,
OPB = OBP. L’équation devient AOP = OBP. Puisque P est
inversible, on peut multiplier & droite par P! :

AO =0B

Enfin, O étant orthogonale, son inverse est O~!. On multiplie &
droite par O~ :
A=0BO™!

Nous avons bien trouvé une matrice orthogonale réelle O qui conjugue

Ben A.
H

Théoréme 2 (Racine carrée symétrique positive et calcul polynomial).
Soit M € ST (R). Il existe une unique matrice P € S (R) telle que
P? = M. De plus, P est un polynéme en M.

Démonstration. (Existence). Par théoréme spectral, il existe une ma-

trice orthogonale @) et une matrice diagonale A = diag(Ay, ..., \,) avec
A; > 0 telles que
M=QAQ".
Posons VA := diag(v/ A1, ..., vV \) (avec /0 = 0) et
P:=QVAQ'.
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Alors P est symétrique et a spectre positif, donc P € S;F(R), et
P2 = (QVAQ(QVAQT) = QVAVAQT =QAQ" = M.

Cela montre I'existence.

(Unicité dans S). Soit X € ST(R) tel que X? = M. Ecrivons
encore M = QAQ" et posons Y := Q"X (Q, qui est symétrique positive.
Alors

Y2=0Q'X?Q0=0Q"'MQ = A.

Soit © > 0 une valeur propre de A et E), le sous-espace propre associé
(dimension égale a la multiplicité de p). La relation Y2 = A implique
(Y2)| g, = p I sur B, Comme Y est symétrique, Y|g, est diagonalisable a
valeurs propres dans {£/Jt}. La positivité de Y force ces valeurs propres
a étre \/p (et non —y/p). Ainsi Yjp, = /u 1. Donc YV = VA sur chaque
E, ie. Y =+/A Onen déduit X = QY Q" = QvVAQT = P. L'unicité
dans S est établie.

(La racine carrée est un polynéme en M). Soient Ay,..., \,

les valeurs propres distinctes de M (toutes > 0). Par interpolation de
Lagrange, il existe un polynome p € R[X] tel que

P =V (<<,

Alors, par calcul fonctionnel polynomial,

p(M) =QpA) Q" = Qdiag(p(M),...,p(\) QT =QVAQ" = P.

Ainsi P = p(M) est un polynéme en M.

Cela prouve existence, unicité dans S et le fait que la racine carrée
est polynomiale en M. ]



