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Lecon 190 : Méthodes combinatoires, problémes de dénom-
brement.

I. Généralités sur le dénombrement

1. Cardinal des ensembles finis [GOU]
Cardinal, lien avec les bijection/injection/surjection, principe des tiroirs, lemme des ber-
gers, formule du crible de Poincaré

2. Listes et arrangements [GOU]
Cardinal du produit cartésien, p-lise, p-arrangement, cardinal des applications et des
injections, |P([1;n])]

3. Combinaisons [GOU]|

p-combinaison, formule de Pascal, formule du bindéme, formule de Vandermonde

II. Dénombrement en algébre

1. Théorie des groupes [BER| [ULM]

Ordre d’un groupe et d’un élément, théoréme de Lagrange, cardinal dans le premier
théoréme d’isomorphisme, stabilisateur/orbite/points fixes, formule des classes (x2), p-
groupe, théoréme de Cauchy

2. Indicatrice d’Euler [ROM]
(Z/nZ)*, éléments inversibles, fonction indicatrice d’Euler, formule générale de l'indi-
catrice d’Euler, théoréeme d’Euler

3. Corps finis [PER]

Cardinal d’un corps fini, morphisme de Frobenius, existence et unicité des corps finis,
toutes les propriétés sur les carrés de I,

III. Dénombrement en analyse

1. Probabilités discretes [KUR|

Loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale

2. Utilisation des séries [GOU]

Nombre de dérangements,

Présentation :

On détermine parfois le cardinal d’un ensemble en construisant une bijection avec un autre
ensemble plus simple dont on connait le cardinal.

Le nom «lemme des bergers » vient du fait qu'un berger peut compter ses moutons s’il ne voit
que leurs pattes, en divisant le nombre total de pattes par quatre.

Il arrive souvent que pour trouver le cardinal d’'un ensemble, on trouve une partition dont les
éléments sont de cardinal plus simple & exprimer.

Pour dénombrer le nombre de parties d’un ensemble & n éléments (qui est 2™) on peut soit
utiliser un argument combinatoire, soit utiliser le bindéme de Newton.

Le dénombrement est trés utile pour les probabilités. En effet, dans une situation d’équipro-
babilité sur un espace fini, la probabilité d’un événement s’obtient comme le rapport entre le
nombre d’issues favorables et le nombre total d’issues possibles.

58



e Dans la partie sur l'utilisation des séries, on utilise des séries entiéres dans les preuves pour ne
pas s’embéter, mais en fait on peut utiliser seulement la théorie des séries génératrices.

Développements :

e Formule de Burnside + application
- Algeébre : le grand combat, Berhuy, p172
- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p163

e Nombres de Bell
- Oraux X-ENS 6, FGN, p338
- Analyse pour l'agrégation, Bernis, p285

Reéférences :
e [GOU]J Algebre-Probabilités, Gourdon
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
e [ULM]| Théorie des Groupes, Ulmer
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi
e |[PER] Cours d’algebre, Perrin

e |[KUR] De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman
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