
28 Leçon 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de
dimension finie. Orthogonalité. Applications.

Cadre

I. Formes bilinéaires et formes quadratiques [ROM]
Forme bilinéaire, matrice, symétrique, matrice de passage, rang, discriminant, forme quadra-
tique, forme polaire, exemple

II. Orthogonalité et isotropie [ROM] [GRI]
Vecteurs orthogonaux, prop, vecteur isotrope, noyau, forme non dégénérée, forme définie, contre-
exemple, égalité avec l'orthogonal

III. Réduction et classification des formes quadratiques

1. Réduction de Gauss [ROM] [GRI]
Théorème de réduction de Gauss, méthode, exemples, base q-orthogonale

2. Classification sur C [GRI]
Théorème de classification, existence de q-BON ssi rg(q)=n

3. Classification sur R [ROM] [GRI]
Forme positive-définie positive, inégalité de Cauchy-Schwarz, DEV 1 : théorème de Syl-
vester, signature, exemple

IV. Applications

1. Un exemple sur Mn(R) : la trace [ROM]
DEV 2 : Tr(M2) est une forme quadratique, corollaires

2. Groupe orthogonal associé à q [GRI]
Adjoint d'un endomorphisme, endomorphisme orthogonal, groupe orthogonal, groupe
spécial orthogonal, écriture matricielle

Présentation :

� Etudier une forme quadratique est équivalent à étudier sa forme polaire, on peut donc jongler
entre ces deux notions en fonction du contexte.

� Pour des formes quadratiques, on a pas forcément que F \F?= f0g (prendre un vecteur iso-
trope).

� Une forme quadratique définie positive défini un produit scalaire : si l'on dispose d'une telle
forme quadratique, alors E est un espace euclidien.

� Sur C, on peut classifier les formes quadratiques uniquement grâce au rang.

Développements :

� Loi d'inertie de Sylvester
- Algèbre, Gourdon, p243
- Algèbre linéaire, Grifone, p307

� Tr(M2) est une forme quadratique
- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p491
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