
26 Leçon 158 : Endomorphismes remarquables d'un espace vec-
toriel euclidien (de dimension finie).

I. Espaces euclidiens

1. Généralités [ROM]

Produit scalaire, inégalité de Cauchy-Schwarz, vecteurs orthogonaux, famille orthonor-
male, théorème de Pythagore, orthonormalisation de Gram-Schmidt, projeté orthogonal

2. Adjoint d'un endomorphisme [ROM]

Théorème de représentation de Riesz, adjoint, prop de l'adjoint

II. Endomorphismes orthogonaux

1. Définitions et propriétés [ROM]

Isométrie, groupe orthogonal, équivalences pour être une isométrie, matrice orthogonale,
groupe spécial orthogonal

2. Réduction [MAN] [ROM]

Valeurs propres d'une isométrie, stabilité de F , théorème de réduction

III. Endomorphismes symétriques

1. Définitions et propriétés [ROM]

Endomorphisme symétrique, matrice symétrique

2. Réduction [MAN] [ROM]

Stabilité de F , les valeurs propres sont réelles, les SEP sont orthogonaux

DEV 1 : théorème spectral

Version matricielle, contre-exemple dans C, co-diagonalisation

3. Endomorphismes symétriques (définis) positifs [ROM]

Matrice symétrique positive, équivalence avec les valeurs propres, racine carrée

DEV 2 : décomposition polaire, corollaire sur le rayon spectral

Présentation :

� Le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt est très utile car donne une construction
explicite de la BON, et car la matrice de nombreux endomorphismes est plus agréable à mani-
puler dans une BON.

� Le théorème de représentation de Riesz peut s'obtenir dans un cadre plus général, où E est un
espace de Hilbert et l est une forme linéaire continue sur E.

� En fonction de la caractérisation de l'endomorphisme adjoint, on peut définir plusieurs classes
d'endomorphismes remarquables.

� Le théorème spectral est central car permet en un coup d'oeil de dire qu'une matrice est diago-
nalisable. De plus, il est utilisé dans de nombreux résultats.

� Le théorème spectral n'est pas vrai pour des matrices symétriques complexes. En revanche,
on dispose d'un énoncé analogue dans les espaces hermitiens : si A2Hn(C) est une matrice
hermitienne (A�T =A) alors il existe U 2Un(C) une matrice unitaire (U�TU = In) tel que D=
U�TAU soit diagonale réelle.

� On voit dans la décomposition polaire l'utilité de connaitre les endomorphismes orthogonaux
et symétriques, car on se ramène à ces cas là.
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� Le terme � décomposition polaire � vient sûrement de l'analogie avec l'écriture d'un nombre
complexe non nul sous la forme z= rei� avec r > 0. En effet, si n=1, H1(C)=R+

� et U1(C)=
fz 2C; jz j=1g= ei�.

Développements :

� Théorème spectral

- Algèbre linéaire-réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p124

- Algèbre linéaire, Grifone, p256

� Décomposition polaire

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p735

- Algèbre linéaire-réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p126

- L'oral à l'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
p128
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