23 Lecon 155 : Exponentielle de matrices. Applications.
Soit K =R ou C. Soit n>1 et A, Be M,(K).
I. Définition et premiéres propriétés [BERH| [ROM| [MAN]
Norme sur M,(K), exponentielle de matrice, prop, contre-exemple sans commutativité

II. Méthodes de calcul [MAN]| [ROM]
Cas diagonale, cas diagonalisable, cas nilpotent

III. Etude de la fonction exponentielle
1. Cas complexe [ROM] [MAN]
Rayon spectral, logarithme matriciel, )
GL,(C) est CPA, contre-exemple injectivité
2. Cas réel [MAN]
Pas surjective, explicitation de 'image, contre-exemple injectivité
3. Restrictions remarquables [CAL]
Injectivité sur D, (R), décomposition polaire, corollaire sur la norme avec le rayon spec-
tral, homéomorphisme avec S,,(R) et H,(C)
IV. Application aux équations différentielles [BERT]
Théoréeme de Cauchy-Lispchitz linéaire, expression de la solution au probléme de Cauchy,
exemple, formule de Duhamel

Présentation :

e Le but est de généraliser la fonction exp: K — IK* en une application exp : My, (K) — M, (K).
On observe bien I'analogie avec le développement en série entiére de ’exponentielle.

e Une des applications importantes de ’exponentielle de matrices est la résolution de systémes
différentiels linéaires a coefficients constants, ol encore une fois ’analogie est frappante avec les
systémes en dimension 1.

Développements :

e Décomposition de Dunford + exponentielle de matrice
- Algébre-Probabilités, Gourdon, p203
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p765
- Algeébre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p141

e Surjectivité de ’exponentielle matricielle
- Algeébre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p224
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p769

Reéférences :
e [BERH] Algebre : le grand combat, Berhuy
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi
e [MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné

e [CAL] Nouvelles histoires hédonistes de groupes et géométries, Caldero

e [BERT] Equations différentielles, Florent Berthelin
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