19 Lecon 150 : Polynémes d’endomorphisme en dimension finie.
Réduction d’un endomorphisme en dimension finie. Appli-
cations.

I. Polynémes d’endomorphismes
1. L’algebre Ku] et polynéme minimal [BER| [ROM]| [MAN]
K[u], lemme des noyaux, Ann(u), polynéme minimal, dim(K[u]), cas de I'induit
2. Eléments propres et polynéme caractéristique [MAN]|

Valeurs propres, spectre, vecteurs propres, SEP, prop sur les SEP, polynéme caractéris-
tique, cas de l'induit, racines de y, et de p,, théoréme de Cayley-Hamilton, toutes les
multiplicités

II. Réduction d’endomorphismes
1. Diagonalisation [MAN] |[GRI]

Endomorphisme diagonalisable, équivalences diagonalisabilité, exemples, induit est dia-
gonalisable, co-diagonalisabilité

2. Trigonalisation [MAN]
Trigonalisable, équivalences trigonalisation, induit est trigonalisable, lien dét et trace,
co-trigonalisabilité

3. Décomposition de Dunford [MAN] [ROM]

, ex et contre ex
III. Exemples et applications

1. Exponentielle de matrice [BER| [MAN]| [ROM]

Expo de matrice, propriétés, cas diagonale et diagonalisable,
, application, surjection sur GL,(C), image sur M, (RR)

2. Endomorphismes symétriques [MAN] [ROM]

Endo symétrique, prop, , contre-exemple dans C, matrices
positives, décomposition polaire

Présentation :

e L’existence d’un polynéme P annulateur de u tel que P(0) # 0 permet de trouver une expression
explicite de © ™! en fonction de w.

e Le lemme des noyaux est central car permet, si le poly carac est scindé, de décomposer E en
somme de sous-espaces stables (les SEC).

e Lors de la réduction d’endomorphismes, on cherche a décomposer E en somme de sous-espaces
stables par u, avec I’objectif que les endomorphismes induits soient plus simples & étudier. Le
cas idéal est celui ou les induits sont des homotéthies. Cela va conduire a la diagonalisabilité.

e Il arrive souvent que l'on ait & calculer les puissances successives d’une matrice : résoudre un
systéme linéaire, calculer I’exponentielle de la matrice pour résoudre un systéme d’équations
différentielles lindaires, étudier le comportement en l'infini de la suite (4%);>1...

Cela peut s’avérer trés fastidieux. Diagonaliser la matrice permet de complétement simplifier
ce calcul.
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Le critére le plus utile pour prouver que u est diagonalisable est de trouver un polynéme
annulateur scindé a racines simples, car il ne demande pas de calculer les valeurs propres. En
revanche, il ne donne pas une base de vecteurs propres : il faudra déterminer une base de chaque
SEP un par un en résolvant des systémes linéaires.

Le critére de co-diagonalisabilité est utile car permet d’exprimer les endomorphismes sous une
forme simple dans la méme base. Cela va étre plus simple si 'on veut les additionner par
exemple.

La décomposition de Dunford est essentielle car permet de calculer facilement des puissances
de matrice et des exponentielle de matrice, ce qui va faciliter la résolution de systémes linéaires
ou d’équations différentielles. En effet, on se raméne a calculer des puissances de matrices
diagonales et nilpotentes, ce qui est assez aisé.

Le théoréme spectral n’est pas vrai pour des matrices symétriques complexes. En revanche,
on dispose d’un énoncé analogue dans les espaces hermitiens : si A € H,(C) est une matrice
hermitienne (AT = A) alors il existe U € U, (C) une matrice unitaire (UTU = I,,) tel que D =
UTAU soit diagonale réclle.

Le terme « décomposition polaire » vient siirement de l'analogie avec 1’écriture d’un nombre
complexe non nul sous la forme z =7e? avec r > 0. En effet, si n=1, H1(C) =R% et U(C) =
{zeC;|z| =1} =¢%.

Développements :

Décomposition de Dunford + exponentielle de matrice
- Algébre-Probabilités, Gourdon, p203
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p765

- Algeébre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p141

Théoréme spectral
- Algeébre linéaire-réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, pl124

- Algebre linéaire, Grifone, p256

Références :

[BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
[ROM]| Mathématiques pour I’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi
[MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné

[GRI] Algebre linéaire, Grifone
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