17 Lecon 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera
au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applica-
tions.

1. Espaces vectoriels et dimension

1. Familles libres, génératrices, bases [GRI]
Famille génératrice, EV de dimension finie, famille libre, base, coordonnées dans une
base, exemples, théoréme de la base extraite, théoréme de la base incompléte

2. Théorie de la dimension [GRI] [GOU]

Lemme fondamental, dimension d’'un EV, dimension du produit, famille libre/généra-
trice et cardinal, SEV de dimension finie, formule de Grassmann, équivalences pour étre
supplémentaire

II. Théorie du rang

1. Rang d’une application linéaire [GRI|
Rang de f, isomoprhisme ssi méme dimension, théoréme du rang, équivalences pour que
f soit bijective

2. Rang d’une matrice [GOU]| |[GR]]
Isomorphisme entre L(E, F') et M) 4(K), rang d'une famille de vecteurs, rang d’une
matrice, matrices équivalentes et rang, pivot de Gauss

III. Applications de la dimension finie

1. Espaces vectoriels normés [GOU2| [IP] [BERT]
Equivalence des normes en dimension finie, tous les corollaires avec les contre-exemples,
théoréme de Riesz, structure des solutions pour une équa diff linéaire homogeéne

2. Réduction des endomorphismes [BER| [MAN]
Annulateur de u, existence d’'un polynéme annulateur, polynéme minimal, critére de
diago et de trigo,

3. Extensions de corps [PER]

Extension, degré de l'extension, théoréme de la base télescopique, éléments algébri-
ques/transcendants, polynoéme minimal,

Présentation :

e Le théoréme de la base incompléte est aussi vrai en dimension infinie, mais il nécessite ’axiome
du choix.

e Trés souvent, pour montrer que deux espaces vectoriels sont égaux, on montre une inclusion
puis on montre qu’ils ont méme dimension.

e 0OSQ en fixant une base de E, on a un isomorphisme entre L(F) et M,(K). Cela nous permettra
dans cette lecon de faire le lien entre endomorphisme et matrice, et donc d’adopter 'un des
deux points de vue en fonction de la situation rencontrée.

e La co-trigonalisation a sa place en tant que développement dans cette lecon, car dans la preuve
on effectue deux récurrences sur la dimension de E. C’est une technique assez fréquente en
algebre linéaire (par exemple pour démontrer le théoréme spectral).

e Le théoréme de la base télescopique utilise seulement des arguments d’algébre linéaire, et est
crucial dans la théorie des extensions de corps.
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Développements :

e (Co-trigonalisabilité
- Algébre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p94-104-107

- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p685 et 678

e Nombres algébriques
- Cours d’algebre, Perrin, p66
- Théorie de Galois, Gozard, p31
- Algébre Tome 4, Szpirglas, p27

Reéférences :
e [GRI| Algebre linéaire, Grifone
e [GOU]J Algebre-Probabilités, Gourdon
e [GOU2| Analyse, Gourdon

e [IP] L’oral a l'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-
Pecatte

e [BERT| Equations différentielles, Berthelin
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
e [MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné

e |[PER] Cours d’algebre, Perrin
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	17 Leçon 148 : Dimension d'un espace vectoriel \(on se limitera au cas de la dimension finie\). Rang. Exemples et applications.

