
16 Leçon 144 : Racines d'un polynôme. Fonctions symétriques
élémentaires. Exemples et applications

I. Racines d'un polynôme

1. Racines et multiplicité [ROM]

Racine, multiplicité, décomposition d'un polynôme, polynôme dérivé, formule de Taylor,
lien avec les dérivées

2. Polynôme scindé et irréductibilité [ROM]

Poly scindé, poly irréductible, poly de degré 2 et 3, corps algébriquement clos, théorème
de d'Alembert-Gauss

3. Relations coefficients-racines [IP]

Polynômes symétriques élémentaires, relations coeff-racines

DEV 1 : Théorème de Kronecker, application

II. Extensions de corps

1. Elements algébriques [PER]

Elements algébriques et transcendants, polynôme minimal, extension algébrique

2. Corps de rupture et de décomposition [PER]

Corps de rupture, corps de décomposition, corps fini

III. Racines de l'unité et polynômes cyclotomiques [PER]

Racine n-ième de l'unité, racine primitive, poly cyclotomique et prop

DEV 2 : Irréductibilité de �n(X) + polynôme minimal d'une racine primitive n-ième de l'unité

IV. Application à la réduction d'endomorphismes [MAN]

Valeurs propres, poly minimal, poly caractéristique, les vp sont les racines, déterminant et trace
avec les racines, équivalences diagonalisabilité, équivalences trigonalisabilité

Présentation :

� On remarque qu'un polynôme n'admet pas forcément de racines dans un corps donné. Il est donc
nécessaire d'aller dans des sur-corps du corps considéré pour trouver des racines d'un polynôme.
C'est donc pour cela que l'on s'intéresse aux extensions de corps.

� Les corps de rupture permettent de passer d'un corps où le polynôme était irréductible, à un
corps où celui-ci admet une racine. Cependant, il arrive que le polynôme ne soit toujours pas
complètement scindé (il manque des racines dans le corps de rupture). On considère alors le
corps de décomposition.

� Les polynômes cyclotomiques sont directement définis à partir de leurs racines. Ces polynômes
ont de nombreuses propriétés.

� On observe l'utilité des polynômes scindés lorsque l'on cherche des CNS de réduction d'endo-
morphisme.

Développements :

� Théorème de Kronecker
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- L'oral à l'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
p277

- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p30

- Algèbre linéaire-réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p111

� Irréductibilité des polynômes cyclotomiques + degré d'une extension cyclotomique

- Théorie de Galois, Gozard, p69

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p384

- Cours d'algèbre, Perrin, p80
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