12 Lecon 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.
1. Extension de corps

1. Généralites [PER|

Extension, degré de I'extension, théoréme de la base télescopique, extension engendrée

2. Eléments et extensions algébriques [PER]

Elements algébriques/transcendants, polyndme minimal, lien avec K|a] et K(«), exten-
sion finie, extension algébrique, corps des éléments algébriques

II. Extension de corps et polynoémes
1. Corps de rupture [PER|
Corps de rupture, existence et unicité, exemple, contre-exemple scindé
2. Corps de décomposition [PER]
Corps de décomposition, existence et unicité, exemple
3. Cloture algébrique |[GOZ]

Corps algébriquement clos, exemples, cloture algébrique, exemples
III. Corps particuliers

1. Corps finis [PER|

Sous-corps premier, caractéristique, morphisme de Frobenius,
, construction de Iy, inclusion des corps finis, cyclicité du groupe
multiplicatif

2. Extensions cyclotomiques [GOZ| [PER]

Racines n-iémes de l'unité, racines primitives n-iémes de 1'unité, corps cyclotomique,
polynémes cyclotomiques et prop

Intersection d’extensions, théoréme de Dirichlet faible

Présentation :

e Le théoréme de la base télescopique est crucial, car permet en pratique de trouver le degré d’une
extension.

e Les corps de rupture permettent de passer d’un corps ot le polynéme était irréductible, a un
corps ou celui-ci admet une racine. Cependant, il arrive que le polynéme ne soit toujours pas
complétement scindé (il manque des racines dans le corps de rupture). On considére alors le
corps de décomposition.

On aboutit alors aux corps algébriquement clos, ceux ot tout polyndéme est scindé.

e Se placer dans un corps plus grand contenant les racines d'un polynéme donné est une méthode
trés utile. On peut par exemple démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton en se placant dans
un corps de décomposition du polynéme caractéristique.

e Les polyndémes cyclotomiques sont directement définis & partir de leurs racines. Ces polynémes
ont de nombreuses propriétés, et permettent de créer de nouvelles extensions de corps.
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Développements :

e Existence et unicité des corps finis
- Théorie de Galois, Gozard, p85
- Algébre Tome 4, Szpirglas, p85

e Irréductibilité des polynémes cyclotomiques + degré d’une extension cyclotomique
- Théorie de Galois, Gozard, p69
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p384
- Cours d’algebre, Perrin, p80

Références :
e [PER] Cours d’algebre, Perrin
e [GOZ| Théorie de Galois, Gozard
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