
11 Leçon 123 : Corps finis. Applications.

I. Généralités sur les extensions de corps [PER]

Extension, degré de l'extension, théorème de la base télescopique, extension engendrée

Corps de rupture, exemple, existence et unicité, contre-exemple scindé

Corps de décomposition, exemple, existence et unicité

II. Corps finis

1. Construction des corps finis [PER] [GOZ]

Sous-corps premier, caractéristique, morphisme de Frobenius, petit théorème de Fermat,
DEV 1 : existence et unicité des corps finis

2. Eléments de structure [ULM] [PER] [GOZ]

Inclusion des corps finis, exemple, cyclicité de Fq
�, autre construction de Fq, corps de

rupture = corps de décomposition pour les corps finis

3. Carrés dans un corps fini [PER]

Toutes les propriétés des carrés dans Fq

III. Application à l'irréductibilté de polynômes [PER] [GOZ]

Critère d'Eisenstein, deux exemples, réduction modulo p, propriété avec les extensions de degré
inférieur ou égal à n

2
, racines primitives n-ièmes de l'unité, polynômes cyclotomiques, propriétés,

DEV 2 : Irréductibilité de �n(X) + polynôme minimal d'une racine primitive n-ième de l'unité

Présentation :

� Le théorème de la base télescopique est crucial, car permet en pratique de trouver le degré d'une
extension.

� Les corps de rupture permettent de passer d'un corps où le polynôme était irréductible, à un
corps où celui-ci admet une racine. Cependant, il arrive que le polynôme ne soit toujours pas
complètement scindé (il manque des racines dans le corps de rupture). On considère alors le
corps de décomposition.

� La question principale de cette leçon est de se demander si pour tout entier n il existe un corps
à n éléments.

� Pour construire Fq où q= pn, on a deux manières : soit passer par le corps de décomposition de
X q¡X sur Fp, soit passer par le corps de rupture d'un polynôme P 2Fp[X] irréductible et de
degré n sur Fp.

Développements :

� Existence et unicité des corps finis

- Théorie de Galois, Gozard, p85

- Algèbre Tome 4, Szpirglas, p85

� Irréductibilité des polynômes cyclotomiques + degré d'une extension cyclotomique

- Théorie de Galois, Gozard, p69

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p384

- Cours d'algèbre, Perrin, p80
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