11 Lecon 123 : Corps finis. Applications.

I. Géneéralités sur les extensions de corps [PER]
Extension, degré de I'extension, théoréme de la base télescopique, extension engendrée
Corps de rupture, exemple, existence et unicité, contre-exemple scindé

Corps de décomposition, exemple, existence et unicité
II. Corps finis
1. Construction des corps finis [PER] [GOZ]

Sous-corps premier, caractéristique, morphisme de Frobenius, petit théoréme de Fermat,

2. Eléments de structure [ULM] [PER] [GOZ]

Inclusion des corps finis, exemple, cyclicité de I, autre construction de IF,, corps de
rupture = corps de décomposition pour les corps finis

3. Carrés dans un corps fini [PER]

Toutes les propriétés des carrés dans IF;

III. Application a l'irréductibilté de polynomes [PER]| [GOZ]

Critére d’Eisenstein, deux exemples, réduction modulo p, propriété avec les extensions de degré
. s . ” <« n . . oy .o <, . A . c . .
inférieur ou égal a 5 racines primitives n-iémes de I'unité, polyndémes cyclotomiques, propriétés,

Présentation :

e Le théoréme de la base télescopique est crucial, car permet en pratique de trouver le degré d’une
extension.

e Les corps de rupture permettent de passer d’un corps ot le polynéme était irréductible, a un
corps ou celui-ci admet une racine. Cependant, il arrive que le polynéme ne soit toujours pas
complétement scindé (il manque des racines dans le corps de rupture). On considére alors le
corps de décomposition.

e La question principale de cette lecon est de se demander si pour tout entier n il existe un corps
a n éléments.

e Pour construire IF, ot ¢ = p"”, on a deux maniéres : soit passer par le corps de décomposition de
X7— X sur IF, soit passer par le corps de rupture d’un polynéme P € IF,[X] irréductible et de
degré n sur I,

Développements :

e Existence et unicité des corps finis
- Théorie de Galois, Gozard, p85
- Algébre Tome 4, Szpirglas, p85
e Irréductibilité des polyndmes cyclotomiques + degré d’une extension cyclotomique
- Théorie de Galois, Gozard, p69
- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p384
- Cours d’algebre, Perrin, p80
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Références :
e [PER] Cours d’algebre, Perrin
e [GOZ| Théorie de Galois, Gozard

e [ULM] Anneaux-corps-résultants, Ulmer

24



1t
43

L e - e X
L \X n«&\.U« .v\. ”: .V\\\w Mc..- W £«v.1.miuu\~\\\&\sw, i AP d dw v,}..nmkf( uw rdvg?) ((x_:_w Ty By quv\u...m.tﬂ»w
el o \{.,\e......wn..u\.uq?.su 2p rdvgr e ) A5 07 AOvy Crnd
‘g prspwr ap Wl 3 rd e g TCT RIS eiydhaceer 5 b Gy vy meyde S
.9....&_..\.?..2\&._0:.5«0 vy w.tu...%.w rZ .\V‘J‘twoim.vc,\u. ﬂ.*uw\* EN L.a‘_u\ i, yr u.._.r\w(ua\uqk
vy ey ia~d 2w 2 e vlves ~p Pcp¥? 2 ‘gt Vs b4, X
.C\u.C.\\ =5 37 o< o y) "2 \.ir._\\ X 3 | + ? o | ap ......,.l.\u\!( oy L..dd - 7 ?w.kw\n«uﬁ rd~e) A S
.\hm\ \‘*‘t\\ﬂ,k\\dr arz ) Nw .\.u.ﬁ\.\‘.\_ »dAP ﬁwa\&.nl_- 0.((%\0*,.!\1[ !.‘Hil\ﬂn\.tu = 32 7 G 7
pgmerd wlvos - raes Y 7 e d = (n) o7 \.tf,t\ 1 N G (R o o BEE Y\t\u..\{.( ¥ Avar \»ﬁ.\\&l @ X4 eI | o)
y 7 virwd vhar ey 4 o I R ks el ovplped v (X3 % 24 IS5 frq|12)
2w A7 f~v 3y S e T (LB oo YR = ol |y
e Poas il il by o virnegwd g v w# & ATYA D el ST N A o skl k\...\ re...u_i.*:rh
y owr mp  borgreirievenr vy _tyrdde g CIN T e PR e B e e B0 e sl B
. vy 7 Fepl et b 2P
d o v & 0 .\{?.!.\uﬁ..e 2 g Ak ﬁv\.\x =9 Y r b
vp A5 gy g L reeky ) T3 Fra
/ |W| “p ‘1 °FP F.J.):o\ W TP rery?? X/ 1 4% st.rrqg
: o : : = :
A 77 wkeiu.._iqw .u_e.qck Iﬂ‘ X 1 - \ SYA o vl
; =% 7 tewp Temef s Talm sy N G oy YY)
op ol rdves - e 3»\\. ¥ &w& b AT O Ao > e S0 AU I e SRR L
=2 x [ 2
[ 2007 K034 rodf vdves pap TeIEeII A N SRR b by el 2 oy RSN R TR
r~f cdvo) I e £2E0EL) 50 A i T RS e S 2aMS bl e 0 I
z\«{\ Vl:rﬂ‘.}«\‘(%\&m.ﬂr Y e N B .w....ﬁM ..ﬂ?b?&qu,\v\\\b 3;n_ J\x Qw w.m »I.(w(ﬁ‘ik
> .........h.lct.( 7 \l.m, - i g w1 (\u\qu&\},\ﬁu\dﬂ Nw .H&“qh = AV o (X nh..__
L.ctw ~w Xy \‘.. \ﬁ*l....x 2d vy YUl 2L FwIo L w  ~up \A.......:W\ cel~er >y A1~ 7 42 % -7 c...l_r)..ﬁ)tui
ﬁ.n \PCwu@ 302 Sa.twun.\?«ﬁ\.w._. ”» E e S LS \o{mu.w v\\?\&t ~@ ) b
Py E O e D S e g R e R e e swd o Zrmxf o (=T 5 /N
oy ..wl.w..\m..lu..“l\m‘ o wp g T % Vidas r2drs -y ™ 49 1 7~ P CAver s ~w @ ¥ T 11 u.qe.k
Ex33 =2 2T P4 X/ P A g
v il W.x,d»» X g B oo d B eeymy e @ 1 b o g 0 TN S 7 25 L
27 ..Ka\w %\\ . lu‘.u.ixw.thu\w 7 (x2xg 24 w.&‘.w < P8 de \\.‘*wo(l}.\s ﬂk.e.au o7 \.w \¥ .ﬂ&.A
T raRaptl e e i u_.tﬂf.c.,.wwmk,nu :
- Py ¢ [d3d 7 rd~or CNEANIZHe Ty V™S frayeve
s b e e el IR el ﬁrmhm J¥ = vwipm g 3. X sirdd g : St mraig x
17 ? EY 3 ydarg w1 = _ap~rn g~reoref ool o771 ddy - enf o) i1 YOI




Tk
27

hé
34

L2/

g Ay & 13 A IR (¥)%%p 375 ‘6 € o ) ddy,
i - s TR T A
s ooy jmwylap BYrpep e vyheged =) nem

Jub gon ~0 (kg3 1 T X PAV P8 ~7ry+19 0y
.A“xw.ts.ix 1?4

3 prgw reep-a? ) LXIX TP mspoptT P Y
rs%k (v
vy g d

¥ ropd ‘g tep ITA B

LT oo e S

TR PR e T R L Ll SR L e S 4= e
Wi e e gy i ﬂf.&ﬁ«!uq.lu.w\ﬂ. u.(w.m.\.\uwlh ¢ vi(w{mo\wq.ﬁ

(2997 a7
mqwk.w \\,...Q...\J\\...\.a\ Jv \v.w,,ﬂ\,...ﬁ‘.t.mdi\wu\?((..l\w\ = !ﬁ_.\\__uq..\\ v H

-, s

-

b ~4 ...T.{.ia\ wy 7 3;\
s S, B e WY RS e e el
(1éd e JLHT 4 S
org Bl plel  pewaln (o T EE SRR e
o rhhs e b p ™ abce2 St ) B oy #1743
) B hw.n.& 2 =) 5 i...w%_. 2 7
tv o ety 1 4d %5 T 97
i [ I 2
H.u..blu:tk\ L le.wu..._...k‘ \uhk o e
by 2, by "B EL oy = P
.%muw Qu@k\ nd*mk\ 42 Th 2 %
\lk\@ hm .\@W*Rh.—.ﬁ& \.—‘\ ...l% .(c.\..u b \wiﬂw . han .\.Iﬁi.\*i%ﬂ\{

ﬁ&.%lu ....._..u\\ ﬂ\?d.u_ v ?....uﬂ \wv&.(..su ﬁm

.n\lﬁd&\.ax 37 n\m.Xm.a.i‘
S M U s SR S o gt SRR
T Lo W s | Pk

o ygrmpaes seplpd b —w o &y - e oyt

.f.ﬂ..\..‘.,.s\}edww 77 rdve) s o A7 (u) /(%374

=

lkhx\ u(!\&\.{..c. P ..K)a\u_ ~s ~ (Lk.\ bt \v_ualq\u_\ )2 el
(x3 %4 f Al X Ay U woyw 4y w3 ow o
o M & (G i il w.(ﬂih\\ v G ol oy el WIeTpyeve)
Ex2 % rop abw 3wy

by iy 2 S ot «Yd.i..nx.x\ G A Lot i LRig WO eNE)
L A 39 . Ay g
r\\olﬂVV P V‘P.}.\ENU.)V QJ.{%Q\VW\“{{W IW{(\“\\%\ e 42 UL

t
- ﬁhu\mﬁh\& < by v~y .Eknm ey T S9N U249
P R W R e i e
72 o4 £ 2yl =gy vl g Al yrg S9T rINL e
¥ e
¢t 8 t ot o
2P M SR B L e R
L fk d : u — | ¥4
{sw =2 ) o G A ) .u.s..mf\__ %€ (R .J\L “or
(209 70434 7[10) 975 2 97773 (€
: L= e 762
» by op gy mp gped R TG v
L A39 ;
\___nwr\\— i k N\.l.&\ \‘Md..({ l..__.N .mh
e  Por 4 roawgper - dy P PORA— Ly & ol \H\ g
X=yx % Seryeedeerrp 7 rdver gp g Iryvemys
b L‘ ..I.\t,...v\ \\?%Q — .V.mn..‘.vsﬂ. W.t 114-\? fw\ =y F Um.\...(
~a .as‘.m. e i.w.l\(w&k B TP e d ATy 1T T}mvcd._l.\d
! / - L T _
e T I Ry T i P
209

s vperd A gog T R M A prad ST S P sl i
ayeymrpr.y 2,2 T W m N T

* I:q\\.(ﬂul.f%& D ey .me i - \..l.tt“_\“ Y
Shng s ot

o ul..cﬁlﬂ\_&vlt\w\»\kb q.\)aaq 2p u)zawﬂ\‘.tﬁ\z o T




209

L W S S & e 5
Fp  pEAmTeEes ~o~byd o

(..t.-\.hu -

.w\N Y@ 272 D
B0, o Recael S SRS o1 e ave)

e N .i.t\ww i w..«.u.

T AN Exdn rp
rog vl

s 1 M Ll R b P A YA

(x0 2
gy prmp . gAY o Pegrt ymEe @ 97 Y =~ g7
tonrop =6 nedl~y ~ xaw 3 9W S LA TR

(X7 2 9 x) " ‘g1 ~A

(.«% ,
#2303 =%
: Q(?i\ -7 vy @ g4 vy

(220 - = b= X% e

.(G\J}\m\.ﬂ Ua.l\..m._‘u‘(%lnt\w
~> 7 ..ulﬁdw g~ e - R 7 Q@ 94 uqek

A ER 49
(3. =X) s 7 (3 @
: u..iﬂiﬁ%\.k 5y b7y a\qm‘u
ropetyd swyi-w gprtle ~g w3~ TS /x4

B2 Bl At beu ._.r..‘: 730 @

g~ S8 o A

A . . (b aae, -~ aae s Wb Ty d B St b @t

.\N.uwd:\:.{(..\- Uﬂ __.ern\wu-l)l .10.\(%0._.‘.( ﬂ% Uw.m_tf..u_..lm\w

mvntm. .\%wumht\a u.wq\ fﬁ\isswfﬂ.ﬁ% JQ

lwlc‘ﬂ \U.\........‘J..\\V w N....S.\N-tl.f( th\%.{l\fﬂ)\k P~V gu‘

cvamvd A yoey wwrd dy ~ 441%4\2.»% R e
s yqmpeer 7 vayx =phed 7 ioh a-me
S gy eSO CeaTagRe @y ey
I TS e T S B B e S Sk
d "y ‘et~ awp p (x3Y 34 275 1A il 8 I 1

3 SO 4 T i Sk
e LG9 £~ XCEAT F X 19ht X LA i
'y s nyqryrep vy y2d 7

g S ey or~pawrr 47 d

-

~ 1(@%\ “iogp t.._.lf P EQ\L_.J\\ >~ L \_\{J«.\\I\ fc-.qw.xwal.ﬂ\i

PR

" A A7 CAGWG L% RPN g | L Ly T4 7
by vom~ad yoapr v T 395 (8) 7S FA A2 Oy
TND iy ¥ ..u.d.m : \0« @) ~p P~ foa.tchi\uu\uj\w» ﬁ\v V.....\W:\Q...th

e oA e S

L
434




	11 Leçon 123 : Corps finis. Applications.

