6 Lecon 106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie E, sous-groupes de GL(FE). Applications.

I. Généralités sur le groupe linéaire
1. Définition et premiéres propriétés [ROM]
Groupe linéaire, équivalences
2. Déterminant et groupe spécial linéaire [ROM]|
Application det, SL,(K), prop, centre de GL(E) et SL(E)
3. Topologie de GL(E) [ROM]| [CAL]
, applications

II. Générateurs de GL(FE) et SL(E) [ROM]

Transvection, prop, équivalences, dilatation, prop, équivalence, générateurs
III. Actions sur les espaces de matrices

1. Action par translation [ROM]
Action par translation & gauche et & droite, opérations élémentaires, matrice échelonnée-
réduite, pivot de Gauss

2. Action par équivalence [ROM]

Matrices équivalentes, lien avec le rang

3. Action par conjugaison [ROM]

Matrices semblables, invariants de similitude, exemple pour les matrices diagonalisables

IV. Un sous-groupe de GL(E) : le groupe orthogonal [ROM]

Isométrie, groupe orthogonal, équivalences pour étre une isométrie, matrice orthogonale, groupe
spécial orthogonal, matrice symétrique positive, équivalence avec les valeurs propres, racine
carrée, , corollaire sur le rayon spectral

Présentation :

e Comme GL,(K) est dense dans M, (K), il est judicieux de s’y intéresser car aprés en utilisant
des outils d’analyse on pourra généraliser des résultats a M, (K).

e Comme générateurs de GL(FE), on cherche les générateurs les plus simples possibles, donc comme
pour les transpositions dans S, ayant le plus de points fixes possibles. Ici cela correspond a
laisser fixe un hyperplan.

e Pour K =R, on peut restreindre l'action par translation a gauche au sous-groupe O,(R) de
GL,(R), et le théoréme de décomposition polaire nous donne un représentant symétrique positif
d’une matrice carrée pour cette action.

Dans le cas d’une matrice inversible, il existe un unique représentant symétrique défini positif.

Développements :

e GL,(C) est dense, ouvert, connexe pars arcs.

- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p143

e Décomposition polaire
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- Mathématiques pour I'agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p735
- Algébre linéaire-réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p126

- L’oral & 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
pl28

Reéférences :
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algebre et géométrie, Rombaldi

e [CAL] Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier
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	6 Leçon 106 : Groupe linéaire d'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL\(E\). Applications.

