
5 Leçon 105 : Groupe des permutations d'un ensemble fini.
Applications.
I. Le groupe symétrique

1. Définition et premières propriétés [BER] [ULM]

Groupe symétrique, cardinal, théorème de Cayley, support, prop sur le support, deux
permuations à support disjoints commutent

2. Décomposition en produit de cycles [BER]

Orbites, lien entre orbite et support, cycle, transposition, décomposition en produit de
cycles à supports disjoints, les cyles engendrent Sn, ordre d'une permutation

3. Classes de conjugaison [ROM] [BER]

Conjugué d'un p-cycle, lien entre conjugaison et longueur des cycles, l'ensemble des
classes de conjugaison est en bijection avec P(J1;nK)

4. Systèmes de générateurs [ROM]

Les transpositions engendrent Sn, les autres générateurs

II. Signature et groupe alterné

1. Signature d'une permuation [BER]

Unique morphisme, signature, exemples

2. Le groupe alterné [BER] [ROM]

Groupe alterné, A(E) est distingué dans S(E), centre de Sn, DEV 1 : sous-groupes
distingués de Sn, An est simple ssi n=/ 4

III. Applications

1. Polynômes symétriques [GOU] [IP]

Polynômes symétriques, polynômes symétriques élémentaires, théorème de décomposi-
tion, relations coeff-racines, théorème de Kronecker

2. Nombre de dérangement de Sn [GOU] [CAL]

Dérangement, nombre de dérangements, DEV 2 : formule de Burnside + application

Présentation :

� D'après le théorème de Cayley, tout groupe fini G est isomorphe à un sous-groupe de S(G).
Cela justifie l'étude de S(E).

� Les polynômes symétriques élémentaires permettent de relier les racines et les coefficients d'un
polynôme.

� Le groupe des permutations et la signature apparaissent dans la formule du déterminant d'un
endomorphisme, même si cette formule n'est pas utilisée en pratique.

Développements :

� Sous-groupes distingués de Sn
- Algèbre : le grand combat, Berhuy, p215

- Mathématiques pour l'agrégation : Algèbre et géométrie, Rombaldi, p49
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� Formule de Burnside + application

- Algèbre : le grand combat, Berhuy, p172

- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p163
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