4 Lecon 104 : Groupes finis. Exemples et applications.

I. Généralités sur les groupes finis

1. Notion d’ordre [BER]| [ROM]
Ordre d’'un groupe et d’un élément, classes & gauche, th de Lagrange, sous-groupe dis-
tingué

2. Actions de groupe [ULM] |[BER|

Action de groupe, morphisme dans S, théoréme de Cayley, stabilisateur, orbite, point
fixe, formule des classes, équation des classes, ,

p-groupe

II. Un groupe fini abélien : Z /nZ

1. Le groupe (Z/nZ,+) et cyclicité [BER] [ROM]

Définition de Z /nZ, groupe monogéne, groupe cyclique, sous-groupes de Z/nZ

2. Théoréme de structure [BER]

Théoréme chinois, théoréme de structure, annexe sur les groupes abéliens de petit ordre

3. Le groupe des inversibles (Z/nZ)* [ROM]

Def de (Z/nZ)*, inversibles de Z /nZ, cardinal de (Z /nZ)*, sous-groupe fini du groupe
multiplicatif d’un corps

III. Un groupe fini non abélien : S,, [BER]

Def de S,,, produit de cycles, ordre d’'une permutation, générateurs de S,, signature, groupe
alterné, générateurs de A, sous-groupes distingués de S, A, est simple, centre de S,

Annexe :

Classification des groupes abéliens de petit ordre [BER]

Présentation :

La notion de groupes est omniprésente en mathématiques : géométrie, étude des racines des
polynoémes... Elle posséde aussi des applications dans de nombreux domaines, par exemple en
chimie pour observer la structure de certaines molécules.

C’est une des premiéres structures algébriques enseignées qui apporte une richesse mathéma-
tique.

Le théoréme de Lagrange est fondamental car permet d’obtenir des informations sur le groupe a
partir de son cardinal. Le corollaire qui dit que 'ordre de tout élément divise ’ordre du groupe
est utilisé & de nombreuses reprises lorsque 'on travaille dans des groupes.

L’étude de Z/nZ est motivée par le fait que tout groupe cyclique est isomorphe a un Z/n’,
et donc qu’il suffit d’étudier ce groupe en particulier. De plus, les groupes Z /nZ apparaissent
dans le théoréme de structure des groupes abéliens finis.

L’étude de S, est motivée par le théoréme de Cayley, car tout groupe fini d’odre n est isomorphe
a un sous-groupe de Sy,.

Le fait que A, soit simple pour n > 5 a une importance historique car il permet de montrer que
les solutions des équations polynomiales de degré supérieur ou égal & 5 ne peuvent s’écrire a
I’aide des quatres opérations élémentaires et de la racine carrée.

10



Développements :

e Formule de Burnside + application
- Algébre : le grand combat, Berhuy, p172
- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p163

e Classification des groupes d’ordre p?

- L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
pl06

Références :
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy
e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi

e [ULM] Théorie des Groupes, Ulmer
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