1 Lecon 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et

applications
I. Actions de groupes

1. Action d’un groupe sur un ensemble [ULM]| [BER]

Action & gauche, morphisme équivalent, action fidéle, action transitive

. Orbites et stabilisateurs [BER]

Stabilisateur, orbite, point fixe, bijection formule des classes

. Cas fini [ULM] [BER]

Relation cardinaux orbite-stabilisateur, équation des classes, p-groupe, formule des classes
pour un p-groupe, théoréme de Cauchy, fixateur de g,

DEV 1 : formule de Burnside + application

II. Action d’un groupe sur un groupe

1. Action par translation [ULM]

Action par translation a gauche, théoréme de Cayley, action de G sur G / H, prop groupe
infini et sous-groupe d’indice fini

. Action par conjugaison [ULM] [IP]

Action par conjugaison, classe de conjugaison, centre de GG et classe de conjugaison

\Y 7 5 - . ) 9
DEV 2 : centre d’un p-groupe + classification des groupes d’ordre p~

III. Actions de groupes sur des espaces de matrices

1. Action par translation [ROM]

Action par translation a gauche et a droite, lien avec décomposition polaire, matrice de
transvection et dilatation, opérations élémentaires, matrice échelonnée-réduite, pivot de
Gauss

. Action par équivalence [ROM]

Matrices équivalentes, lien entre les orbites et le rang

. Action par conjugaison [ROM]

Matrices semblables, invariants de similitude, exemple pour les matrices diagonalisables

Présentation :

La théorie des actions de groupes permet d’étudier les interactions entre ensembles et ainsi
d’obtenir des propriétés sur le groupe agissant ou ’ensemble sur lequel il agit. On aura donc
des propriétés par exemple tantdt sur le cardinal du groupe, tantot sur le cardinal de I’ensemble.

e Le théoréme de Cauchy permet de donner une réciproque partielle au théoréme de Lagrange.
e La formule de Burnside est trés utile en dénombrement.

Développements :
e Formule de Burnside + application

- Algeébre : le grand combat, Berhuy, p172
- Carnet de voyage en Algébrie, Caldero-Peronnier, p163



e Classification des groupes d’ordre p?

- L’oral & 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
pl106

Reéférences :
e [ULM]| Théorie des Groupes, Ulmer
e [BER] Algebre : le grand combat, Berhuy

e [IP] L’oral a 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-
Pecatte

e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algebre et géométrie, Rombaldi
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