
56 Leçon 250 : Transformation de Fourier. Applications.
I. Transformée de Fourier dans L1(Rd)

1. Définition et premières propriétés [ELA] [FAR]

Transformée de Fourier, lemme de Riemann-Lebesgue, transformation de Fourier, exem-
ples, DEV 1 : transformée de Fourier de la gaussienne, tous les calculs

2. Convolution [ELA]

Produit de convolution, cas L1¡ L1, lien avec la transformée de Fourier, formule de
dualité

3. Formule d'inversion [ELA] [FAR]

Formule d'inversion, injectivité de la transformation de Fourier, transformée du produit

II. Transformée de Fourier dans L2(Rd) [FAR] [ELA]

Formule de Plancherel, densité de L1(Rd)\L2(Rd) dans L2(Rd), transformée de Fourier dans
L2(Rd), formule de dualité, l'opérateur de Fourier-Plancherel est un automorphisme de L2(Rd)

III. Applications en probabilité

1. Fonction caractéristique [CHA] [KUR] [IP]

Fonction caractéristique, prop sur �, � caractérise la loi, cas d'indépendance, lien avec
les moments, fonction caractéristique de la Gamma, formule d'inversion, cas de la Cauchy

2. Théorème central limite [CHA]

Convergence en loi, théorème de Lévy, DEV 2 :TCL

Annexe :

Fonctions caractéristiques usuelles [KUR]

Présentation :

� Pour la transformation de Fourier, deux questions se posent naturellement :

- Pour quelles fonctions f peut-on définir f̂ ?

- Peut-on construire f connaissant f̂ ?

� La formule d'inversion montre que la transformation de Fourier F induit un automorphisme
de ff 2 L1(Rd) ; f̂ 2L1(Rd)g. Cependant l'hypothèse d'intégrabilité de f̂ est très restrictive,
car alors on voit que f est la transformée de Fourier d'un élément de L1(Rd) donc f est dans
C0(Rd), ce qui écarte un grand nombre de fonctions.

� La transformation de Fourier n'est pas surjective de L1(Rd) dans C0(Rd).

� Comme L2(Rd)�/ L1(Rd), on ne peut pas en général utiliser les formules intégrales pour définir
les transformées de Fourier dans L2(Rd). Pourtant l'avantage de L2(Rd) est que c'est un espace
de Hilbert, avec tous les avantages géométriques que cela représente.

Pour définir la transformée de Fourier dans L2(Rd), nous allons la définir sur L1(Rd)\L2(Rd)
puis l'étendre par densité à L2(Rd). L'inconvénient de cette définition indirecte est compensée
par le fait que L2(Rd) est un espace de Hilbert, et que l'on obtient une transformation de Fourier
qui envoie L2(Rd) dans L2(Rd). Elle réalise même un isomorphisme isométrique de L2(Rd) sur
lui-même.

� F désigne deux applications distinctes : d'une part F : L1(Rd)! C0(Rd) et d'autre part F :
L2(Rd)!L2(Rd). Et ces deux applications ne coincident que sur L1(Rd)\L2(Rd).
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� Le fait que la fonction caractéristique caractérise la loi de la variable aléatoire vient de l'injec-
tivité de la transformée de Fourier.

Développements :

� Transformée de Fourier de la gaussienne

- Analyse de Fourier, El Amrani, p156

- Théorie de l'intégration, Briane-Pagès, p261

� Théorème central limite

- Analyse pour l'agrégation de mathématiques, Bernis, p200

- Probabilités et statistiques pour l'épreuvre de modélisation à l'agrégation de mathématiques,
Chabanol-Ruch, p57
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