51 Lecon 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant
d’un paramétre. Exemples et applications.
I. Régularité des intégrales & parameétres

Cadre
TCD

1. Continuité [ZQ] [BRI]

Continuité sous le signe intégrale, exemple transformée de Fourier, exemple fonction
Gamma

2. Dérivabilité [ZQ)]

Dérivation sous le signe intégrale, fonction Gamma

3. Holomorphie [ELA]

Holomorphie sous le signe intégrale, fonction Gamma

II. Convolution [ELA]

Produit de convolution, exemple fonction porte, cas L' — L', cas L' — LP, cas LP — L9

III. Transformée de Fourier dans L! [ELA] [FAR]

Transformée de Fourier, lemme de Riemann-Lebesgue, transformation de Fourier, exemples, lien
avec la convolution, formule de dualité, lien avec le produit, formule d’inversion, injectivité

IV. Applications en probabilités [CHA| [KUR] [IP]

Fonction caractéristique, prop sur ®, cas d’indépendance, lien avec les moments

Formule d’inversion, convergence en loi, théoréme de Lévy, TCL

Annexe :

Fonctions caractéristiques usuelles [KUR]

Présentation :

e Lorsque 'on a la formule explicite d’une fonction, on peut étudier directement la fonction avec
des outils classiques : tableau de variations, tableau de valeurs, régularité, limites...

Certaines fonctions sont définies & partir d’une intégrale, et on est alors amené & trouver des
conditions pour obtenir des résultats de régularité.

e Les intégrales & parameétres sont ’analogue des séries de fonctions si ’on voit l'intégrale comme
une généralisation de la somme.

e Le théoréme de convergence dominée est crucial car il sert dans la démonstration des théorémes
de continuité et dérivabilité sous le signe intégrale.

e On observe que par exemple le produit de deux fonctions intégrables n’est pas forcément inté-
grable. Le but de la convolution est de définir un type spécial de multiplication qui confére a
L' une structure d’algébre commutative.

e La convolution permet de régulariser les fonctions : la convolée de deux fonctions hérite des
« bonnes propriétés » de chacune des deux fonctions. Elle peut méme en avoir de meilleures.
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e La transformée de Fourier intervient dans de nombreux problémes en analyse. Cette transfor-
mation a été introduite par Fourier pour I’étude de I’équation de la chaleur.

e La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X est en fait la transformée de Fourier (&
un signe prés) de la loi de X. Elle existe toujours car |[e?X| <1 et Px est une mesure finie.

Développements :

e Intégrale de Dirichlet
- Calcul intégral, Candelpergher, p30 et 212
- Analyse pour I'agrégation de mathématiques, 40 développements, Bernis, p262
- Oraux X-ENS Analyse 3, FGN, p214

e Fonction caractéristique et moments de la loi Gamma
- L’Oral a I'agrégation de mathématiques, Isenmann et Pecatte, p453
- Exercices de probabilités, Cottrell and co, p121

Reéférences :

e [ZQ] Analyse pour I'agrégation, Queffelec-Zuily

e [BRI] Analyse. Théorie de 'intégration, Briane-Pagés

e [ELA| Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, El Amrani

e [FAR] Calcul Intégral, Faraut

e [CHA] Probabilités et statistiques pour I’épreuvre de modélisation a 'agrégation de mathéma-
tiques, Chabanol-Ruch

e |KUR| De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman

e [IP| L'oral a l’agrégation de mathématiques, Isenmann-Pecatte
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