46 Lecon 229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exem-
ples et applications.

I. Fonctions monotones
1. Définitions et premiéres propriétés [RDO]
Fonction croissante-décroissante-monotone, prop, lien injectivité et stricte monotonie
2. Régularité [RDO|

Théoréme de la limite monotone, points de discontinuité, équivalence f continue et f(I)
intervalle, lien de la monotonie avec la dérivée

3. Suites et séries [GOU]
Limite simple, théoréme de Dini, comparaison série-intégrale
II. Fonctions convexes
1. Généralités [ROM]
Fonction convexe, épigraphe, cordes, prop, contre-exemples

2. Reégularité des fonctions convexes [ROM]

Continuité, inégalité des trois pentes, fonction affine, fonction constante, minimum global,
lien avec la dérivée, lien avec f”

III. Applications
1. Inégalité de convexité [ROM] [GOU]

Exemples pour des fonctions usuelles, inégalité de Young-Holder-Minkowski, moyennes
arithmétique-géométrique-harmonique

2. En probabilités [CHA| [KUR]
Fonction de répartition, inégalité de Jensen, lemme de Borel-Cantelli 2, inégalité de
Hoeffding

Annexe :

e Epigraphe, cordes, inégalité des trois pentes pour une fonction convexe [GOU]|

Présentation :

e Comme f est décroissante si et seulement si — f est croissante, on peut se restreindre a I’étude
des fonctions croissantes.

e Pour étudier le sens de variation d’une fonction, on étudie le signe de sa dérivée et on consigne
les résultats dans un tableau, appelé tableau de variations.

e [’étude des fonctions convexes se raméne & I’étude des fonctions convexes sur un intervalle réel.
Cela justifie que I'on s’intéresse principalement a R.

e On peut assez facilement déterminer si une fonction est convexe en regardant son graphe.

e Pour les fonctions convexes, le fait qu'un point soit un point critique suffit a ce qu’il soit en fait
un minimum global (ce qui n’est pas vrai en général, penser a x> x> dont la dérivée s’annule

en 0).

e Le lien entre fonctions convexes et monotone est que pour une fonction convexe, sa dérivée a
droite (resp a gauche) est monotone.
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Développements :

e Critéres de convexité d’une fonction différentiable
- Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére, p127-329-381

Références :

e [RDO] Cours de mathématiques, topologie et éléments d’analyse Tome 3, Ramis-Deschamps-
Odoux

e [GOU] Analyse, Gourdon
e |[ROM] Elements d’analyse réelle, Rombaldi

e [CHA] Probabilités et statistiques pour I’épreuvre de modélisation a ’agrégation de mathéma-
tiques, Chabanol-Ruch

e |KUR| De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman
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