38 Lecon 213 : Espaces de Hilbert. Exemples d’applications.
Soit H un K-espace vectoriel, avec K =R ou C.
I. Généralités

1. Espaces préhilbertiens [LI| [ELA]

Produit scalaire, espace préhilbertien, exemples, inégalité de Cauchy-Schwarz, inégalité
triangulaire, identité du paralélogramme, identités de polarisation

2. Orthogonalité [LI]

Vecteurs orthogonaux, théoréeme de Pythagore, orthogonal d’une partie

3. Espaces de Hilbert [ELA]

Espace de Hilbert, exemples et contre-exemple

II. Le théoréme de projection et ses conséquences [LI] [BMP]

L’application Pc est 1-lipschitzienne, théoréme de projection sur un SEV fermé, théoréme de
représentation de Riesz, existence de 1’adjoint, existence du gradient

III. Bases hilbertiennes [HIR] [LI]

Famille orthogonale et orthonormée, projection sur une famille orthonormée finie, inégalité de
Bessel, base hilbertienne, égalité de Parseval, procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

IV. L’exemple fondamental de I'espace L?

L?(X, A, i) est un espace de Hilbert avec le PS usuel

1. Séries de Fourier [ELA]

L3, est un Hilbert, (en)nez est une base hilbertienne, coefficients de Fourier, formule de
Parseval, exemple de calcul de séries

2. Cas des variables aléatoires [KUR| [CHA]

L?*(Q, A, P) est un Hilbert, covariance, inégalité de Cauchy-Schwarz, espérance condi-
tionnelle

Annexe :
e Schéma identité du parallélogramme [LI]

e Schéma projection sur un convexe fermé [BMP]

Présentation :

e Les espaces de Hilbert sont une généralisation des espaces euclidiens/hermitiens en dimension
infinie. Ils permettent d’utiliser de nombreux outils géométriques.

e On peut se demander si tout EVN est un espace préhilbertien, c’est-a-dire si ’on dispose d’une

norme ||.|| sur H, est ce que 'on peut définir un produit scalaire tel que ||z ||=+/(z,z). En fait,
une norme sur un EV est issue d’un produit scalaire ssi elle vérifie 'identité du parallélogramme.

e Dans le cas on K =1, la caractérisation du projeté exprime que Pg(x) est 'unique point y de
C' tel que pour tout z € C, angle formé par les vecteurs x — y et z — y est obtus (supérieur ou
égal a /2).
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e La conclusion du théoréme de projection reste vraie si 'on suppose seulement que H est un
espace préhilbertien et que le convexe C' est complet pour la distance induite.

e Une base hilbertienne n’est pas en général une base algébrique car les CL finies des éléments de
cette famille forment seulement un SEV dense de H. Ainsi, un vecteur s’exprime comme une
série (potentiellement infinie) Y Aje; et non nécessairment comme une somme finie.

e Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt donne une méthode effective pour construire
une famille orthonormeée.

Développements :

e Théoréme de projection sur un convexe fermé + corollaire sur ¢

- Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI, p32
Reéférences :

e |[LI] Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI

e |[ELA| Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, El Amrani

e [BMP] Objectif Agrégation, Beck-Malick-Peyré

e [HIR| Elements d’analyse fonctionnelle, Hirsch

e |[KUR| De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman

e [CHA] Probabilités et statistiques pour I’épreuvre de modélisation a ’agrégation de mathéma-

tiques, Chabanol-Ruch
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