36 Lecon 208 : Espaces vectoriels normés, applications linéaires
continues. Exemples.

I. Généralités
1. Espaces vectoriels normés [GOU] [LI]

Norme + exemples, EVN + exemples, normes équivalentes

2. Applications linéaires continues [GOU]

Equivalences pour prouver la continuité, contre-exemple, norme subordonnée + prop
avec la composition

II. Cas de la dimension finie [GOU] [IP]

Tous les corollaires avec des exemples et contre-exemples,
III. Complétude
1. Espaces de Banach [GOU]

Banach, exemples(L.(E, F'), dual topologique, fonctions bornées, fct continues sur un
compact), théoréme de Riesz-Fisher, toute série ACV est CV

2. Espaces de Hilbert [LI] [BMP]
Espace de Hilbert, identité du paralélogramme

Projection sur un SEV fermé, théoréme de représentation de Riesz, adjoint, gradient

Présentation :

e Les premiéres fonctions rencontrées dans la scolarité sont les fonctions linéaires, qui sont des cas
particuliers des applications linéaires. Pour les étudier, il faut que ’espace de départ et d’arrivée
ailent un 0, soient stables par addition et stables par multiplication par un scalaire. C’est pour
cette raison que 1’on s’intéresse ici aux espaces vectoriels.

e L’équivalence des normes en dimension finie est cruciale, car permet de montrer que tous les
EVN de dim finie sont complets pour n’importe quelle norme. Et la complétude est extrément
importante en analyse. Un exemple d’application est que I’exponentielle d’une matrice est un
polynéme en cette matrice.

Développements :

e Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz
- Analyse, Gourdon, p51

- L’oral & 'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-Pecatte,
p422

e Théoréme de projection sur un convexe fermé + corollaire sur Po
- Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI, p32

Références :
e [GOU] Analyse, Gourdon
e [LI] Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI

e [IP] L’oral a l'agrégation de mathématiques - Une sélection de développements , Isenmann-
Pecatte
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