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Cette lecon concerne les diverses lois du programme, leurs interactions et leurs propriétés de stabilité, et appelle donc quelques
illustrations concretes et bien choisies de calculs de lois, dans un contexte de modélisation. Le théoréme de transfert, qui calcule
E(f(X)) a I'aide de la loi de X, les vecteurs aléatoires a coordonnées indépendantes, ainsi que la caractérisation de la loi par la
fonction de répartition, fonction génératrice ou caractéristique, sont au coeur de cette legon. Les principales propriétés des
fonctions de répartition et des fonctions caractéristiques des variables aléatoires réelles doivent étre connues.

Les candidates et candidats peuvent également aborder la convergence en loi en I'illustrant d'exemples et d'applications variés en
probabilités et/ou en statistique (estimation par intervalle de confiance).

Les candidates et candidats solides peuvent s'intéresser a la caractérisation de la loi par les moments, a des inégalités de
concentration, aux vecteurs gaussiens, au théoreme central limite dans Rd, aux chaines de Markov, aux processus de Poisson.

Introduction - présentation de plan
« lois de probabilité permettent de modéliser des situations.

Intéressant de savoir trouver la loi que peux suivre une va, reconnaitre la loi
o Lois usuelles

» Lois permettent construire tests...

Plans
¥ Plan ¥ Plan détaillé

I. Loi d'une variable aléatoire - Proba stats modé

1. Loi et variable aléatoire ¥ |.1. Loi et variable aléatoire

2. Moments d'une variable aléatoire Def générale d'une va réelle + loi de d'une va réelle
3. Loi uniforme sur Sn def vecteur aléatoire dans Rd
II. Caractérisation d'une loi def va/loi discrete

1. Fonction de répartition def va a densité (Radon nikodym)

2. Fonctions continues bornées Remarque pas d'atome pour une va a densité

. . . Exemple lois usuelles (Tableau Annexe
3. Fonctions génératrices P ( )

. R Contre exemple Va ni discrete ni a densite 1/2*(dirac + uniforme sur
4. Fonctions caractéristiques .
[0/1]) (un atome en le dirac)

Ill. Applications: CV loi
Y v |. 2. Moments d'une variable aléatoire

1.1 t de laloi I loi .
mportance de la loi normale / cv en loi Def Espérance (L1)

2. Intervalle de confiance . N L
exemple cas discret et cas a densité

3. Chaines de Markov Théoreme de transfert
« Annexe: tableau de lois usuelles (Proba Def moments d'ordre k (Lk)

pour les non probabiliste) .
Def variance

Inégalité de Markov et Thebychev
Thm de Weierstrass par les polynomes de Bernstein

(Loi faible des grnands nombres)
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v |.3. Loi uniforme sur Sn

« 3algo et deux premiers résultats/ loi du nbr de cycle et inversion +
3e mais besoin du résultat

¥ II. 1. Fonction de répartition
Def Fonction de répartition
Exemple Fct de répartion de I'exponentielle
Propriétés de la fonction de répartition (croissante cadlag??? lim en +-
infini)
Def Inverse généralisé

Propriété: Si F vérifie les propriétés pcdtes et U une loi uniforme alors
X=F-1(U) a pour fct de répartition F.

Application simulation variable aléatoire

Prop La fonction de répartition caractérise la loi

Application minimum de la fonction exponentielle
v II. 2. Fonctions continues bornées

Prop X et Y ont la meme loi si pour toute fct continue bornée
E(h(X))=E(h(Y))

Application X2 suit Ki2(1)
lemme {a+U} + app nbr eulériens descentes
v |I. 3. Fonctions génératrices
Def fonction génératrice
remarque rayon de convergence =1
Thm focntion génératrice caractérise la loi
exemple fct génératrice de loi usuelle
Prop G_X+Y =G_X G_Y pour X et Y indépendantes (+ liens moments et
dérivées)
Application somme de bernouilli binomiale + somme de poisson
indépendante est de poisson
DEV Indécomposabilité de la loi de poisson
v |I.4. Fonctions caractéristiques
Definition E[exp(itx)]
Prop lien entre dérivée de fct caractéristique et moments
Thm la fonction caractéristique caractérise la loi
Prop X et Y indépendants ssi phi_X+Y=phi_X phi_Y

Application: tous les calculs de loi ( exp(mu)+exp(mu)=Gamma(2,mu))
(exp(mu)=Gamma(1,mu) =+ convolution)

v 1ll. 1 Importance de la loi normale / cv en loi

convergence en loi + Paul 1évy + exemple B(n,I/n) - P(l) + TCL
(remarque thm fondamental

v |I.2. Intervalle de confiance

Principe
+ exemple intervalle de confiance non asymptotique cas gaussien +
intervalle de confiance asymptotique avec de grands echantillons (TCL)

v |I1.3. Chaine de Markov

« définition chaine de Markov + si espace d'états fini: matrice de
transition + rq: infini / graphe

« ex chaine a 2 états

o defirréductible: + marche a 2 états
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« def apériodique + marche a 2 états

« Perron Frobenius + faire lien avec matrice de transition d'une chaine
irréductible apériodique

« fini + apériodique + irred: unique proba invariante et cv qgsoit loi
initiale

« ex marche a 2 états et expression proba invariante

261 - Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.



