Base hilbertienne de L%W

Nico

Prérequis : L? est un espace de Hilbert, densité de C° dans L?

Notations :

1. Cor est un sous-espace vectoriel de Cy(R,C). On peut alors le munir de la

norme ||flloo = sup |f(z)| = sup |f(z)|. Enfin, (Car, [| - [|oo) est un espace de

z€R z€[0,27]
Banach.

2. Une fonction f : R — C définie presque partout sera dite T-périodique si

f(x +T) = f(z) pour presque tout z € R. Soit 1 < p < +o0, on note L}
I'ensemble des fonctions 2m-périodiques appartenant a £} (R,C). On note
LB = L8 | ~ ou ~ désigne la relation "étre égale presque partout', et on
identifiera f € LY _ a un de ses représentants. On munit L%W du produit scalaire

1 ™
< f,g>= 2—/ f(t)g(t)dt pout lequel il est un espace de Hilbert.
T J—7

. On définit pour tout n € Z la suite de fonctions e,(x) = ™. On appelle

polynéme trigonométrique toute combinaison linéaire finie des (ey,)y.

(én)nez est une base hilbertienne de L2, .

Montrons qu’il s’agit d’une famille orthonormée :

Démonstration. Soient n,m € Z. Sin=m #0 :

1 T .
< ep,ep >= — e e " dr =1
27 J_x
Sin#m:
1 T . _1)yn—m _ (_1\n—m
<ep,em >= — £inT ,—IMT .. ( ) : ( ) -0
21 ) 2imt(n —m)

Montrons que la famille est totale :



Démonstration. On sait que Car est dense dans L2, et que ||glla < ||g]loc pOUr
g € Cor. Montrer que pour tout g € Cor, pour tout € > 0, il existe P, un polynéme
trigonométrique tel que ||f — P,|| < e.

Supposons dans un premier temps avoir construit (Qx)x des polynoémes trigono-

métriques vérifiant :

i) Qr > 0 sur R.

i) 5 [ Qulalds =

iii) (Qk)r converge uniformément vers 0 sur [—m, —d] U [§, 7| pour tout @ > 6 > 0
fixé.

Soit f € C5., on associe les fonctions P, définies par :

Ve € R, Py(z) = (f *Qr)(z - / fO)Qx(z — t)dt

On fait remarquer que par 277 perlodlclte on retrouve que le produit de convolution

est commutatif, ie Py(x =5 / flz —t)Q(t)dt.
Puisque @, est un polynéme trigonométrique, on écrit Qx(x Z np, we™
D’ou :

k 277'/ f Z anke”“ t)dt Z bnke

Ou pour tout n :

- ank / f zntdt — an,kcn(f)

D’ou Py est un polynéme trigonométrique (et on fait d’ailleurs apparaitre les coef-
ficients de Fourier ce qui est intéressant je trouve).

Soit € > 0.

Par Heine, f est uniformément continue sur [0, 27| d’ou il existe & > 0 tel que
pour tout z,y € [0, 27| tels que |z —y| < 4, on ait |f(x) — f(y)| < e. Parii) :

Pio)~1@) = 5 [ Quse-tdi—o- [* Qi@ = o [ uolfe-0-f@)dr

Par i)
P~ f@) < 5 [ 18— 1) - S
1

0 1
= o [ e —s@ieundcs o [ 150 - i



D’une part, dans la premiére intégrale, puisque |(x —t)—x| = |[t| < §,on a |[5(x)| < e
par ii)

D’autre part, si I'on note K5 = [—m, —6] U [m,d], on a :

|[Js(x)] <

21111
Qoo

€
Par iii), il existe N € N, tel que pour tout £k > N, ||Qklloo,k; < #, d’ou
[e.e]

|J5(x)| < e. (On suppose f non nulle, car le résultat est immédiat si f est nulle)
Dot finalement, par passage au sup ¥, [| Py — fl|oo < 2e.
1 — cos

@Uk
— s pour x € R,

ol ¢, sont tels que Qy, vérifie ii) ® On a de plus que Q) > 0 est positive sur [—, 7]

Vérifions qu’il existe un tel Q : on pose Q(x) = ¢ (

et donc sur R par 27 périodicité. Enfin, par parité de Qi et en utilisant que le sinus

est positive sur [0, 7], & valeurs dans [0, 1] :

T Jo 2 T Jo 2

En utilisant le changement de variables u = cosx — du = — sinxdx :
-1 _ k
1> _ Gk (1 u) du
T J1 2
Pour v = — u’ du = —2dw,
1
1> 2¢k vFdy — _ 2k
© Jo (k+1)m

Et puisque Qy est décroissante sur [0, 7] et paire, pour tout 0 < § < 7, pour tout
0<|z|<m:

1 —cosé)k < (k+1)m (1 —cosd)k
2 - 2 2

Qd@SQM®=%<

) 1—cosd .
Puisque \Tl < 1, on a convergence vers 0 pour k — +o0o0 par croissance

comparée. La majoration étant indépendante de x, on vérifie bien le point iii). [

(1). On remarque I'importance de I'uniforme continuité, qui nous a permis que § ne dépende pas
de x
1 [T r1- k
(2). Pour Ly = — (7(:0833) dx, poser ¢, =
2 f 2
est strictement positive sur | — m, 7.

1
o on vérifie que Ly # 0 car 'intégrande
k
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