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Introduction

Ce document regroupe des développements possibles pour les oraux d’agrégation de mathématiques. Il s’agit des développements que j’avais préparés durant ma
préparation a ce concours (2023-2024).

A Note importante avant de lire ce document : Si vous cherchez un document rédigé synthétiquement, donnant seulement les éléments essentiels de chaque
preuve, alors vous étes au mauvais endroit. Bien au contraire, ce document a été écrit avec ’ambition de détailler le plus précisément possible chaque preuve. En
particulier, les rédactions proposées dans ce document ne sont pas adaptées & une exposition orale d’une durée de 15 minutes.

Le document est divisé en 4 sections. Les deux premiéres, intitulées "Algébre et géométrie" et "Analyse et probabilités", contiennent dans 1’ordre suivant :
- un tableau donnant pour chaque développement la liste des legons proposées pour présenter ce développement;
- un tableau donnant pour chaque lecon la liste des développements qui pourraient étre présentés pour cette lecon;
- les développements;
- éventuellement un ou plusieurs compléments conseillés;
- des commentaires personnels;
- les références bibliographiques;
- les références détaillées (chaque développement est référencé par un lien cliquable qui redirige vers cette sous-section, par exemple ;

La troisiéme section contient les résultats annexes. Enfin, la derniére section contient toutes les figures de ce document.

Bien str, mes commentaires sur ces développements sont purement subjectifs, notamment lorsque je parle de difficulté. Vous trouverez dans ces derniers une treés
forte occurrence de I'adjectif "technique". Inversement, il m’arrive de trouver certains développements faciles. Mais gardez en téte que la difficulté est une notion
relative & chacun, et que certains lecteurs trouveront faciles des développements que j’estime difficiles, tandis que d’autres jugeront difficiles des développements
qui me semblent faciles. Pour savoir si un développement vous convient (en termes de difficulté et de temps de présentation), il est impératif de s’entrainer a
I’exposer dans les conditions des oraux d’agrégation. Cela vous permettra aussi de vous approprier vos développements, et éventuellement d’y ajouter votre touche
personnelle dans leur présentation.

Les épreuves orales de l'agrégation permettant aux candidats d’utiliser des livres de mathématiques, j’ai essayé de donner une liste (non exhaustive) de livres qui
pourraient vous aider & revoir votre développement le jour de l'oral. Néanmoins, la rédaction de la preuve différe souvent de celle du livre donné en référence. Par
conséquent, si vous souhaitez revoir vos développements dans des livres durant ces épreuves, je vous conseille de travailler en premier lieu vos développements sur
des livres.

Toujours dans le cas ot vous souhaiteriez revoir vos développements, ce document ne doit donc pas étre votre support principal pour travailler vos développements,
mais seulement un support secondaire pour éventuellement mieux comprendre certaines preuves. En effet, n’étant pas le couteau le plus aiguisé du tiroir, j’ai la
facheuse tendance & m’éterniser sur la rédaction des preuves, en donnant toujours plus de détails que la rédaction dont je m’inspire.



Par ailleurs, qui dit plus de détails, dit aussi plus de coquilles, de maladresses, de raisonnements tirés par les cheveux, ou d’erreurs monumentales. Chaque fois
que je m’éloigne de la référence originale pour compléter des passages qui ne sont pas suffisamment détaillés pour mon intellect limité, je prends le risque d’écrire
une erreur, ou d’embrouiller le lecteur en I'inondant d’explications superflues. Aussi, je vous serai infiniment reconnaissant de me signaler toute erreur & l’adresse
e-mail suivante : errataouquestions@gmail.com (vous pouvez aussi me poser des questions comme son nom l'indique).

Toutefois, par souci d’honnéteté, je me dois d’avouer que, durant aucune de ces épreuves orales, je n’ai eu le temps de revoir mes développements dans les livres,
faute de temps de préparation. J’ai toujours été un étudiant trés lent, et je savais que je n’aurai pas le temps d’écrire ma legon et de revoir mes deux développements
en seulement trois heures. D’autant plus que j’avais préparé peu de lecons, utilisant par conséquent la quasi-totalité de mon temps de préparation pour construire
et rédiger ma legon.

C’est pourquoi j’ai préféré rédiger une rédaction personnelle de mes développements plutét que d’imiter celles des livres, de telle sorte que je comprenne bien chaque
preuve. C’est tout I'enjeu de cet exercice : il ne s’agit pas de réciter une preuve que ’on aurait apprise par cceur, mais bien de s’approprier un résultat pour étre
le plus clair possible lors de son exposé. Je rappelle a toutes fins utiles qu’il s’agit d’un concours pour devenir enseignant, et non d’un concours sélectionnant les
étudiants les plus forts en mathématiques. Aussi, un développement simple exposé avec clarté et pédagogie sera bien plus valorisé qu'un développement compliqué
exposé superficiellement ou, pire encore, exposé de fagon confuse et désordonnée.

Ce dernier conseil ne provient pas de moi, mais de mes enseignants qui ont encadré la préparation a l'agrégation de mathématiques de 'université d’Aix-Marseille
durant la session 2024. Je tiens & ce propos a les remercier pour leur aide précieuse durant cette année. Je tiens également & remercier :

- mes camarades de promotion, qui m’ont également été d’'une grande aide en présentant leurs développements tout au long de ’année;
- tous les agrégatifs qui ont mis en ligne leurs plans ou leurs développements;
- les créateurs du site lagreg-maths.fr|: votre site m’a été d’une grande utilité.

Enfin, je vous souhaite bon courage pour votre préparation a ce concours.


https://agreg-maths.fr/

Repetitio est mater studiorum

(la répétition est la meére de 'apprentissage)
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Automorphismes de G,,

Lemme 1. Soit ¢ € Aut(S,,). Silimage de toute transposition par ¢ est une

transposition alors ¢ € Int(S,,).

Preuve. Sin =2, Aut(S,,) = Int(6,,) = {Ids, }. Supposons n > 3. Pour tout
i € [2,n], notons 7, = (1,i). Solent i,j € [2,n]. Sii # j, alors 7,7 # 77y,
puis o(1;)p(7;) # ¢(15)e(1;) car ¢ € Aut(S,,), et donc ¢(7;) et ¢(7;) ont des
supports non disjoints. Montrons ensuite qu’il existe ay,...,a, € [1,n] deux
a deux distincts tels que,

Vi € [2,n], o(r:) = (a1, a;).

Tout d’abord, ¢(72) et ¢(13) étant des transpositions a supports non disjoints,
il existe a1 € [1,n] et as,a3 € [1,n] distincts de a; tels que,

o(m2) = (a1,a2), p(13) = (a1,a3).

et as # ag car 7o # T3 et  est injective. Sim = 3, il n’y a plus rien & montrer.
Sinon, montrons que, pour tout i € [4,n], a; € Supp(¢(7;)). On raisonne par
I'absurde en supposant qu’il existe i € [4,n] tel que a; n’appartienne pas au
support de ¢(7;). En particulier,

{ @ # Supp(p(72)) N Supp(p(7;)) C {az}
T3

)
@ # Supp(¢(73)) N Supp(p(7;)) C {as}
)

ce qui implique as,az € Supp(p(7;)). Sachant que ¢(7;) est une transposition
et que ag # ag, il vient donc ¢(7;) = (ag,as). Par suite,

@(m273Ti) = 0(T2)p(T3)0(Ti) = (a1,a2)(a1,a3)(az, az) = (a1,a3) = p(73),

et donc, en composant par ¢~ !, T9737; = 73, ce qui contredit (ro737;)(1) =i et
73(1) = 3. Ainsi, pour tout ¢ € [4,n], a1 € Supp(¢(7:)). Or, ©(74),...,0(Tn)
sont des transpositions. Par conséquent, il existe ay,...,a, € [4,n] distincts
de a; tels que,

Vi€ [2,n], (1) = (a1, a:).
et as,...,a, sont deux a deux distincts car 7o, . .
et ¢ est injective. Posons,

1 92 ...
0':( n)GGn
a1 as cee [e2%

Vi e [2,n], () = orio L.

., Tn, sont deux & deux distincts

Alors,

12

Ainsi, les applications &,, — &,, p + opo~! et ¢ sont des morphismes de
groupes coincidant sur {7;, 1 < ¢ < n}, qui est une partie génératrice de &,
et donc ces derniers sont égaux. En particulier, ¢ € Int(S,,). O

Lemme 2. Soit 0 € &,,. On suppose que o est un produit de k transpositions
a supports disjoints. Alors, en notant ¢(o) le centralisateur de o, il vient,

le(o)| = E!(n — 2k)12%.

Preuve. Par hypothése, il existe 71, ..., 7, des transpositions & supports deux
a deux disjoints telles que 0 =711 0+ 0 7. Soit p € &,,. Alors,

pop~t = (prip™") - (pTip ™). (1)
Soit i € [1,n]. Soit {a;, b;} C [1,n] tel que 7; = (a;,b;). Alors,
plai,bi)p™" = (p(ai), p(bi)). (2)

En particulier, prip~!,..., pTpp~ ! sont des transpositions. De plus, elles sont

a supports disjoints car les 7; le sont et p est injective. L’égalité est donc la
décomposition de pop~! en produit de cycles a supports disjoints. Par unicité
de celle-ci, il s’en suit que p et ¢ commutent si et seulement si,

forp™ oo™} = {ris i

A présent, supposons que p commute avec o, puis dénombrons les possibilités
pour chaque valeur de p.

- Tout d’abord, pour prip~!, il y a k possibilités. L’application 1~ pnp~!

étant injective, il reste alors k — 1 possibilités pour prap~!. En itérant
le raisonnement, on obtient donc qu’il y a k! possibilités pour 1’ensemble
{prip~t, ..., prp~1}. D’autre part, par hypothése sur p, il existe f € &y,

telle que, pour tout i € [1,k], on ait pryp~! = 7(;), c'est-a-dire,

(p(ai), p(bi)) = (ageiy, bysy)

en utilisant 1’égalité . Il reste alors deux possibilités, soit p(a;) = az)
et p(b;) = by, soit p(a;) = bsgy et p(b;) = ayqy. Iy a donc k!2F valeurs
possibles pour le 2k-uplet (p(ai),...,p(ar), p(b1),..., p(by)).

- Finalement, notre hypothése sur p n’impose rien sur ses valeurs restantes.
Puisqu’il en reste n — 2k, il y a donc (n — 2k)! possibilités.

Cela fait donc k!(n — 2k)!2* possibilités pour p. D’ott le résultat. O

[DP]
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Remarque. De fagon plus formelle (mais moins intuitive de mon point de vue),

en notant F' = [1,n] \ Supp(o) = [1,n] \ {a1,...,ak, b1,...,bx}, on peut en
fait montrer que ’application,
U & x{0,1}f x&(F) — c(o)
(f751a"'75kag) — \Il(f7€1>"';€k>g)

est une bijection, ot 'on a noté U(f,e1,...,ex,g) Uapplication définie par,

agi) siie€ Supp(o)ete; =0,
br (i
g(i)

Le lemme suivant n’est pas nécessaire pour prouver le théoréme. Il s’agit d’une
généralisation du lemme précédent.

Vi e [1,n], ¥(f,e1,... sii € Supp(o) et g; =1,

si ¢ ¢ Supp(o).

€k, 9) (1) =

Lemme 3. Soit 0 € &,,. On suppose que ks, ..., k, sont des entiers naturels
tels que o soit le produit de kg + - - - + k,, cycles & supports disjoints, dont ko
cycles d’ordre 2, k3 cycles d’ordre 3, ..., k, cycles d’ordre n. Alors, en notant
ki =n— (2ky + - - - + nk,) et c(o) le centralisateur de o, il vient,

n

le(o)] = T kati®.

i=1

Preuve. Notons r = ko +- - -+ k,,. Par hypothése, il existe 71, ...,, des cycles

a supports disjoints tels que o = 71 ...7.. Soit p € &,,. Alors,

pop~t = (pmp~ ") (pyp ). (3)

Or, pour tout cycle v = (21,...,xp),

(4)

En particulier, pour tout i € [1,7], pyip~! est un cycle de méme ordre que ;.
De plus, ces cycles sont a supports disjoints car les ; le sont et p est injective.
Il ressort de ce qui précéde que 1'égalité est la décomposition de pop~! en
produit de cycles a supports disjoints. Par unicité de celle-ci, il s’en suit que p

et o commutent si et seulement si,

par . z)o " = (plar), .., play)).

(5)

A présent, supposons que p commute avec o, puis dénombrons les possibilités
pour chaque valeur de p.

{ovip™ oo™ =

- Fixons ¢ € [2,n]. Notons I'; le sous-ensemble de {71,...,7,} formé de
ses éléments d’ordre ¢. Il est de cardinal k; par hypothése. Notons,

1

pLip~t ={pyp~ ", v e i}.
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Or, on a vu précédemment que, pour tout k € [1,7], pyxp~! est un cycle

de méme ordre que 7. Par conséquent, I’égalité impose pLip~t =T;.
Si on choisit un premier élément quelconque dans pI';p~ !, il y a donc k;
possibilités. Lorsqu’on en choisit un deuxiéme, il ne reste plus que k; — 1
possibilités, par injectivité de n — pnp~!. En itérant le raisonnement,
on obtient donc qu’il y a k;! possibilités pour I'ensemble pI';p~!. Fixons
ensuite v = (z1,...,7;) € I;. Alors, pyp~! = =, c’est-a-dire, d’aprés
légalité (4)),
(p(xz1), .-, p(x;)) = (x1,. .., 24)

ce qui laisse donc 4 possibilités pour p(z1),..., p(x;). Puisque T'; est de
cardinal k;, il y a donc k;!i% possibilités pour le (n — ki)-uplet,

p(x), = € | Supp(v)

yel';

- Finalement, notre hypothése sur p n’impose rien sur ses valeurs restantes.
Puisqu’il en reste n — (2kg + - - + nk,) = k1, il y a donc k! possibilités.

En tenant compte des résultats ci-dessus, on obtient donc qu’il y a,

n n
k! T ] katife = [ kit
=2 =1

possibilités pour p. D’ou le résultat. O
Théoréme 4. Sin # 6, les automorphismes de G,, sont tous intérieurs.

Preuve. Soit ¢ € Aut(G,). Soit 7 une transposition. Montrons que ¢(7)
est une transposition, ce qui suffira pour conclure d’aprés le lemme Tout
d’abord, ¢(7) est d’ordre 2 dans &,,. On écrit ensuite,

o(r)=71...7k

la décomposition de ¢(7) en produit de cycles 71,...,7; & supports disjoints.

En particulier,
2 = ordre(p(7)) = ppem(ordre(ry), . . ., ordre(7x)),

ce qui impose que 71, . . . , Tk sont des transpositions. Pour conclure que ¢(7) est
une transposition, il suffit donc de montrer que k£ = 1. Pour cela, on commence
par remarquer que ¢(c(7)) = ¢(¢(7)). En effet, si 0 € G, alors,

o €le(r)) <= (Fp€6, /[ (0=2p(p)A(pr=1p))
= (Fpe6n/(0=20p)A(elp)e(r) = o(r)p(p))
= op(r) = ¢(r)o

o€ ple(r)) <= oec(p(r))



D’out I’égalité. En particulier,
le(e(T))] = le(e(r)] = le(r)]
car ¢ est bijective. Or, d’aprés le lemme [2]
le(T)] = 2(n —2)!
{ lc(p(7))| = k!(n — 2k)12F

et donc,
2(n — 2)! = k!(n — 2k)12~.

Par ailleurs,

. (n—2)!
2(n —2)! = kl(n — 2k)I12° <= W =1
()@ =2t
SRl

n—2
2(n — 2)! = kl(n — 2k)12F = (2—2) (2K — 3)(2/€k— B)x-x3x1

la derniére équivalence étant due a 1’égalité,

k—1 k—2 k—2
(2k —2)! = (H(%)) (H(% + 1)) =281k — 1) ] (2i + D).

i=1 i=1 i=1
Or, si k > 3 alors 2k — 3 > k et donc,

(27;;_22)(2]“*3)(2/?*5) X x3x1
k

ce qui est impossible d’aprés ce qui précéde. Si k = 3 alors,

2(n — 2)! = kl(n — 2k)12F <= (n — 2)(n — 3)(n —4)(n — 5) = 24

>1

ce qui équivaut & n = 6. En effet,
- sin€{2,3,4,5} alors (n —2)(n —3)(n —4)(n —5) =0,
-sin>Talors (n—2)(n—3)(n—4)(n—5) >5x4x3x2=120> 24.
Puisqu’on a supposé n # 6, le cas k = 3 est donc impossible. Enfin, si k = 2,
2(n —2)! = kl(n —2k)12¥ <= n? -3n-2=0

qui n’admet pas de solution dans N. Finalement, on en conclut que £ = 1. En
particulier, ¢(7) est une transposition et donc ¢ € Int(S,,) d’aprés le premier
lemme. O

Commentaires personnels. Développement & la fois trop technique et trop
long pour mon niveau. J’ai finalement renoncé a le présenter pour ces raisons.
Bien qu’il puisse étre exposé dans de nombreuses legons, les autres développe-
ments que je propose pour ces lecons sont, & mon avis, bien plus accessibles.
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Construction des corps finis

Soit p un nombre premier. A isomorphisme prés, il existe un unique corps de
cardinal p. On le note F,,.

Théoréme 1. Soit n € N*. On note ¢ = p”.

(i) Si K est un corps de décomposition du polynéme X9 — X sur F,, alors
K est de cardinal q.

(if) Tout corps de cardinal g est F,-isomorphe a K.
Autrement dit, il existe un unique corps de cardinal ¢ & F,-isomorphisme prés.
Preuve. On sépare la preuve de 'existence et de I'unicité.

Existence. Considérons ’application suivante,

F : K — K
r +— P

Il s’agit d’'un morphisme de corps. Vérifions cela.
(i) Tout d’abord, F(1) = 1.

ii) Montrons ensuite que, pour tous z,y € K, (z + y)? = 2P + yP. D’aprés
(i) que, p ¥y €K, Yy Yy p
la formule du binéme de Newton,

(z+y)P = kio (Z) aby?=r.

Or, pour tout k € [1,p — 1], p divise (z) En effet, p divise,

k!(‘Z) —pp—1)...(p—k+1)

et donc p divise (Z) d’apres le lemme de Gauss (car p et k! sont premiers
entre eux), ce qui entraine (i) = 0 dans F,. D’ou,

(x4+y)P =af +yP.

(iii) Pour tous x,y € K, F(zy) = F(z)F(y).
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Ainsi, F est un morphisme de corps, appelé morphisme de Frobenius. Notons
ensuite L I’ensemble des points fixes du morphisme de corps,

Ft'=Fo---oF.
—_—

n fois

Alors, L est un corps, en tant qu’ensemble des points fixes d’'un morphisme
de corps. De plus, les éléments de I sont exactement les racines du polynéme
X% — X dans K. Or, ce polynome est a racines simples dans K, car X9 — X
est premier avec son polynéme dérivé, et scindé dans K, car K est un corps de
décomposition de X7 — X. Par conséquent, ce polynéme admet exactement g
racines dans K, et donc |L| = ¢. Par ailleurs, L est un corps de décomposition
de X7 — X sur IF,. En effet, si 'on note aq,..., a4 les éléments de L, il vient,

q
XT— X =][(X—ax)
k=1

et donc X9 — X est scindé sur L, avec L = Fpla, ..., ax], ce qui prouve que
L est un corps de décomposition du polynéme X? — X sur F,. Par unicité (&
F,-isomorphismes prés) des corps de décomposition, on en déduit que K et L
sont F,-isomorphes. En particulier, [K| = |L| = g.

Unicité. Soit M un corps de cardinal g. Alors, M est de caractéristique
p (car c’est un diviseur premier de ¢). En particulier, le sous-corps premier de
M est de cardinal p, et donc il s’agit de F,, (a isomorphisme prés !). Puisque le
groupe multiplicatif M* est d’ordre g — 1, le théoréme de Lagrange assure que,

Ve e M*, 2P =z,

et donc,
VeeM, z9=x

c’est-a-dire que tout élément de M est racine de X9 — X. Puisque M est de

cardinal ¢, et que X9 — X posséde au plus ¢ racines distinctes, on en déduit
que,
q
X1 —X=[[(X =5
k=1
ott 'on a noté f31,..., B, les éléments de M. En particulier, X¢ — X est scindé

sur M, et 'on a bien M =F,[31,..., 8], ce qui prouve que M est un corps de
décomposition de X9 — X sur IF,,. Par unicité de ce dernier, il s’en suit que M



et K sont [Fp-isomorphes.

En toute rigueur, il faudrait distinguer le sous-corps premier de K et celui
de M (qui sont isomorphes mais pas nécessairement égaux), et raisonner avec
un isomorphisme entre ces deux corps. Mais la preuve est alors plus lourde en
notations. La justification ci-dessus est donc couramment employée. O

Remarque. En particulier, [K : F,] = n. En effet, si on note m = [K : F,] alors
K est un Fp-espace vectoriel de dimension m, et il est donc isomorphe a F}",
ce qui implique p™ = |K| = p™, puis m = n.

Notons F, I'unique corps de cardinal ¢ (& isomorphisme prés). Notons ensuite
1, l'ensemble des polynomes irréductibles de degré n sur F,,.

Théoréme 2. Avec ces notations, il vient,

(i) I, # @;

(ii) pour tout w € Z,, F,[X]/(7) est un corps de cardinal g.
Preuve.

(i) Puisque le groupe multiplicatif F; est cyclique, il admet un générateur
¢ Alors, Fy =TF,[¢]. En effet, on a,

F, = {LE ...} C {P(9), P e F,[X]} = F,[¢]

et Fp[¢] C Fyl¢] =Fy, car F, C Fy et £ € Fy. Dot Végalité, Fy = Fp[¢].
Notons 7 le polynéme minimal de & sur F,,. Alors, 7 est irréductible sur
F, et deg(m) = [Fp[¢] : Fp] = [Fy : Fp] = n, ce qui prouve que 7 € Z,,.

Soit m € Z,,. Alors, Fy[X]/(m) est un corps de rupture de 7 sur F,,. En
particulier, c’est un F,-espace vectoriel de degré n, et donc Fj,[X]/() est
isomorphe & . Do, [F,[X]/(7)| = p" = q.

O

Corollaire 3. Si 7 € Z,,, alors 7 divise X¢ — X sur [F,, et donc 7 est scindé
sur F,.

Preuve. Soit m € Z,,. Soit Ml un corps de décomposition de 7 sur F,. Soit § une
racine de 7 dans M. Notons a,, le coefficient dominant de 7. Puisque 7 € Z,,,

=7 est le polynéme minimal de 6 sur F, ce qui fournit [F,,(¢) : F,] = n. Par
sulte [F, () est de cardinal p" = ¢ (car il est isomorphe a ). Or, 0 # 0 car w
est irréductible sur IF,,. D’aprés le théoréme de Lagrange, on a donc 69~ =1
(car # appartient au groupe multiplicatif F,(6)* qui est de cardinal ¢ — 1), puis
01 = 0. Par conséquent X% — X est un polynéme annulateur de 6 sur I, ce
qui implique que —~7 divise X? — X sur [F,, (car iw est le polynéme minimal
de § sur IF,,), et done que 7 divise X7 — X sur F,. A fortiori, 7 divise X — X
sur Iy et donc 7 est scindé sur F, car X7 — X est scindé sur F,. O

16

Remarque. En particulier, tout corps de rupture de 7 sur IF,, est aussi un corps
de décomposition de 7 sur F,,. En effet, si L est un corps de rupture de 7 sur
I, alors c’est un [Fp-espace vectoriel de degré n, et donc L est isomorphe & IF,.
Le fait que 7 soit scindé sur IF, assure alors que 7 est aussi scindé sur L.

Commentaires personnels. Etant donné 'importance de ces résultats dans
l’étude des corps finis, je pense qu’il est préférable de savoir les prouver (ou
du moins avoir une idée de preuve). Cela est d’autant plus important si vous
souhaitez présenter le dénombrement des polynoémes irréductibles unitaires sur
un corps fini (théoréme [1)), puisque ce dernier utilise le théoréme |1} Et quitte
& savoir le prouver, autant en faire un développement. D’autre part, comme
c’est souvent le cas en théorie des corps, il vaut mieux perdre en rigueur au
profit d’une rédaction plus lisible. C’est pourquoi on identifie tous les corps de
cardinal p sous la notation F,. Toutefois, gardez bien en téte qu’il s’agit d’un
abus de notation.



[JR]

[XG]

Critére d’Eisenstein

Soit A un anneau factoriel. On note K le corps des fractions de A. Dans [JR],
les résultats qui suivent sont énoncés et démontrés pour A = Z.

Définition 1. Soit P € A[X]. On appelle contenu du polynéme P, et on note
¢(P), le pged de ses coefficients.

Remarque. Le contenu d’un polynome est seulement défini modulo A*.
Définition 2. Un polynéme de A[X] est dit primitif si son contenu vaut 1.

Lemme 3 (de Gauss). Soient P,Q € A[X]. Alors, ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Preuve. On procéde en deux étapes.

Etape n°l. Montrons que le produit de deux polynémes primitifs P et
Q@ de A[X] est aussi primitif. On raisonne par contradiction en supposant que
PQ n’est pas primitif. Puisque A est factoriel, il existe donc un élément irré-
ductible p de A divisant tous les coefficients de PQ). En notant 7 la surjection
canonique de A sur B := A/(p), il s’en suit que, 7(P)7(Q) = n(PQ) = 0. Or,
B est intégre. En effet, p est premier car irréductible dans un anneau factoriel
(cf. théoréme 7.6 de [JR]) et donc A/(p) est intégre (cf. théoréme 7.5 de [JR]).
D’ow, m(P) = 0 ou w(Q) = 0, puis p divise ¢(P) ou ¢(Q), ce qui contredit le
fait que P et @) soient primitifs.

Etapg n°2. Montrons I’égalité souhaitée. Par définition du contenu, il existe
P et @ des polyndmes primitifs de A[X] tels que P = ¢(P)P et Q = ¢(Q)Q,
et donc PQ = ¢(P)c(Q)R ot l'on a noté R = PQ. Or, R est primitif d’aprés
I’étape précédente. Par homogénéité du pged, il s’en suit que,

(PQ) = c(c(P)c(Q)R) = c(P)e(Q)c(R) = ¢(P)e(Q).-
O

Lemme 4. Soit P € A[X]. Si P est réductible dans K[X], alors il existe des
polynomes @, R € A[X] non constants tels que P = QR.

Preuve. Soient @, R € K[X] deux polynémes non constants tels que P = QR,
qui existent car P est réductible sur K[X]. Soit a € A tel que aQ, aR € A[X]
(on peut prendre par exemple le produit des dénominateurs des coefficients de
Q@ et R). Soient Q.R e A[X] des polynomes primitifs tels que aQ = c(aQ)@
et aR = c¢(aR)R. Avec ces notations, il vient,

o?P = (aQ)(aR) = c(aQ)c(aR)QR.
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D’aprés le lemme de Gauss, cette égalité fournit ac(P) = c(aQ)c(aR). Do,
en utilisant les deux égalités précédentes, o> P = a?c(P)QR, et donc,

P =c¢(P)QR

avec @ et R des polynomes non constants de A[X] (ils sont de méme degré que
Q et R). O
Remarque. A fortiori, P est réductible dans A[X].

La preuve ci-dessous est inspirée de celle d’ Antoine Barrier (qu’on peut trouver
icl).

Théoréme 5 (Critére d’Eisenstein). Soit P(X) = ap X" + -+ a1 X + ag

un polyndme & coefficients dans A. On suppose qu’il existe un nombre premier
p tel que,

e p divise ag,a1,...,0,_1;
e p ne divise pas a,,;

e p? ne divise pas ag.

Alors, P est irréductible dans K[X].
irréductible dans A[X].

Si de plus P est primitif, alors il est

Preuve. On raisonne par contradiction en supposant que P soit réductible dans
K[X]. D’aprés le lemme précédent, il existe donc des polynomes @, R € A[X]
non constants tels que P = QR. Notons g et r les degrés respectifs de @ et R,
et bo,...,bq,co,...,c leurs coefficients respectifs. On a donc,

q T
Q=> X" R=) aXx'
k=0 =0
Notons 7 la surjection canonique de A[X] sur A[X]/(p). De l’égalité P = QR
dans A, on en déduit que,
m(P) = m(an) X" = m(Q)7(R)
.,an—1 sont divisibles par p. Montrons ensuite que,

Vk € [0,q — 1], w(bx) =0,
vl e [0,r —1], w(¢) =0.

car ap, - .

[JR]
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Dans le cas contraire, on peut noter kg le plus petit entier compris entre 0 et
g — 1 tel que m(by,) soit non nul, et [y le plus petit entier compris entre 0 et
r — 1 tel que 7(¢y,) soit non nul. On a donc,

q T

Q) = > w(bp)X*, w(R) = m(e)X".

k=ko I=lp

Par suite, le terme de degré lo+ko de m(Q)7(Q) est 7 (b, )7 (ci, ). En identifiant
les coefficients de degré lp + ko dans I'égalité m(a,) X" = 7(Q)w(R), on obtient
donc 7(bg, )m(cy,) = 0 avee w(by,) # 0 et w(¢y,) # 0, ce qui contredit 'intégrité
de A/(m) (ce dernier est intégre pour les mémes raisons que dans la preuve du
lemme de Gauss). D’ou,

VEk € [0,q — 1], w(bx) =0,
Vie[o,r—1], n(e)=0.

En particulier, 7(by) = 7(co) = 0, c’est-a-dire que p divise by et cg, et donc p?
divise ag, ce qui est impossible. Ainsi, P est irréductible sur K[X].

Supposons ensuite que P est primitif, et montrons que P est irréductible
sur A[X]. Soient Q,R € A[X] tels que P = QR. A fortiori, P = QR dans
K[X]. Or, P est irréductible dans K[X]. Donc, @ ou R est constant. Les roles
de @ et R étant symétriques, on peut supposer sans perte de généralité que
Q@ est constant. Et puisque @ € A[X], il existe donc a € A tel que Q = a.
D’aprés le lemme de Gauss, I’égalité P = QR donne 1 = ¢(P) = ac(R), car P
est primitif. Cette égalité est seulement vraie modulo A*, mais cela suffit pour
conclure que a € A*. Ainsi, Q € A[X]* (on a (A[X])* = A* car A est intégre),
ce qui prouve finalement que P est irréductible dans A[X]. O

Remarque. Le fait que (A[X])* = A* lorsque A est intégre résulte de la formule
des degrés : pour tous P,Q € A[X] non nuls, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Cette formule est vraie lorsque anneau A est intégre, mais n’est pas garantie
pour un anneau non intégre (par exemple (2X)? = 0 dans (Z/4Z)[X] n’est
pas de degré 2). De méme 'égalité A[X]* = A* n’est pas nécessairement vraie
pour un anneau non intégre (par exemple (2X + 1)? = 1 dans (Z/4Z)[X] est
un polyndme non constant inversible).

Commentaires personnels. Développement technique. On peut également
le présenter pour A = 7Z, ce qui facilite certains passages, mais le rend moins
pertinent dans la legon n°122 (sur les anneaux principaux). Je pense que c’est
un bon choix de développement, puisqu’il est accessible et rentre dans plusieurs
lecons. De plus, le critére d’Eisenstein figure sur le programme du concours.
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Cyclicité de (Z/p“7Z)*

Théoréme 1. Soient p un nombre premier impair et o un entier supérieur ou
égal & 2. Alors, le groupe multiplicatif (Z/p“Z)* est cyclique.

Preuve. On procéde en plusieurs étapes.

Etape n°1. Soit k € [1,p — 1]. Montrons que p divise (P). Tout d’abord, p
divise k!(?) car k!(?) =p(p—1)...(p — k+1). Or, p est premier avec k!. En
effet, si p divise k! alors le lemme d’Euclide assure l'existence de j € [1, k] tel
que p divise j, ce qui est impossible car j < p. Ainsi, p divise k:!(i) et p est
premier avec k!. D’apreés le lemme de Gauss, il s’en suit que p divise (Z)

Etape n°2. Il existe une suite (Ak)ken d’entiers naturels non nuls tels que,
pour tout k € N, A\ et p soient premiers entre eux et,
(L+p)" =1+ Nt

Montrons ce résultat par récurrence. Pour k£ = 0, A\; = 1 convient. Pour k = 1,
la formule du binéme de Newton donne,

P P
TR T s o e
=\ =\
LA
ol 'on a noté v = z ( ,>p32 et A1 =1+ v. De plus, p divise v car, pour
j=2

tout j € [2,p], p divise (?) Par suite, \; est premier avec p, car si d divise p et
A1 alors d divise v et Aq, puis d divise 1 = A\ — v, et donc d = £1. Supposons
ensuite le résultat établi pour un rang k € N* fixé. En utilisant de nouveau la
formule du binéme de Newton, ainsi que I’hypothése de récurrence, il vient,

p
(L™ = 1 =3 (M),
=0 M
et donc,
p
A+p? " =1+ a2+ Y (?) X p/ 4D,
i=2 M
Or, pour tout j € [2,p], p**2 divise (?)pj(’“'l) (car k > 1), d’ou lexistence de

w € N* tel que,
P
P\ i
Z < ) A‘]Z:p](k+1) — ppht3
i=2 M
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En notant Agx4+1 = Ax + up, on obtient donc,

1 +p)P"" =14 \ppap*T2

avec p qui est premier avec A\py1. En effet, si d divise p et Agy1 alors d divise
Ak = Agt1 — pp, et donc d = 1 (car A\g est premier avec p par hypothése de
récurrence). Ceci achéve la récurrence.

Etape n°3. Notons z = 1+ p + p®Z. Montrons que z est un élément
d’ordre p®~! du groupe multiplicatif (Z/p*Z)*. Tout d’abord,

a—1
(1+p)? =14+ X—1p* =1 [p%].

et donc l'ordre de x dans (Z/p®Z)* divise p®~!, c’est-a-dire qu’il est de la
forme p* pour 0 < k < a — 1. Or, pour tout k € [0, — 2],

(1+p)” =1+ Mp" £1 p?).

car sinon, p® diviserait Ayp*t!, et donc p® diviserait p*** d’aprés le lemme de
Gauss (car p est premier avec \i), ce qui est impossible car k + 1 < «. Ainsi,
x est d’ordre p*~! dans (Z/p*Z)*.

Etape n°4. Fixons gy = k + pZ un générateur du groupe cyclique (Z/pZ)*.
Notons y = A p*Z. Montrons que y est un élément d’ordre p — 1 du
groupe multiplicatif (Z/p“Z)*. Tout d’abord, kP4 pZ est d’ordre p — 1
dans (Z/pZ)* car p*~! et p — 1 sont premiers entre eux (cf. théoréme 1.11 de
[JR]). Remarquons ensuite que,

o (kP )Pl = " T-D) = 1 [p®] d’apreés le théoréeme de Lagrange, car
le groupe multiplicatif (Z/p*Z)* est d’ordre p*(p — 1);

0471(

o sile N* vérifie (k" ')l =1 [p®], a fortiori (k*" )L =1 [p], et donc p—1
divise I car kP" " + pZ est d’ordre p — 1 dans (Z/pZ)*.

Des points précédents, on en déduit que y est d’ordre p — 1 dans (Z/p“7Z)*.
Etape n°5. Concluons. Puisque x et y sont d’ordre respectif p®~1 et p — 1

(qui sont premiers entre eux) dans le groupe (Z/p®Z)* (qui est commutatif),
on en déduit que zy est d’ordre p®~!(p—1) dans (Z/p*Z)* (cf. lemme. Or,

(Z/p“Z)"| =p*(p—1)

Donc zy est un générateur du groupe multiplicatif (Z/p“Z)*, ce qui prouve
finalement que ce dernier est cyclique. O



Complément conseillé.
- Ordre d’un élément dans un groupe : lemme

Commentaires personnels. Pour étre tout a fait honnéte, je n’avais pas eu
le temps de bien préparer ce développement, car je I’ai choisi assez tardivement.
Mais je pense que c’est un choix de développement raisonnable.
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[JR]

Décomposition de Dunford

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n € N* sur un corps commutatif
K. Soit u € L(E). On suppose que X, est scindé sur K. Notons Ai,..., Ay
ses racines deux a deux distinctes et oy, ..., o, leur multiplicité respective, de
telle sorte que,

p
k=1

Pour tout k € [1,p], on note Ny, = Ker((u — A Idg)**). L’espace vectoriel Ny,
est appelé le sous-espace caractéristique de u associé & la valeur propre A.

P
Lemme 1. Avec ces notations, F = EDNk. De plus, pour tout k € [1, p],

k=1
P
(i) le projecteur 7y, sur N parallélement a @ N; est un polynéme en u,
j=1
J#k

(ii) Ny est stable par u et ’endomorphisme induit par v — A\ Idg sur Ny est
nilpotent.

Preuve. Tout d’abord, d’apreés le théoréme de décomposition des noyaux,

P~

E=N,.

k=1

De plus, pour tout k € [1,p], le projecteur 75 est un polynéme en u, d’ou le
point (i). Soit k € [1,p]. Tout d’abord, pour tout P € K[X], Ker(P(u)) est
stable par u car P(u) commute avec u, et donc, pour tout x € Ker(P(u)),

(P(u))(u(x)) = (P(u) o u)(z) = (uo P(u))(z) = u(P(u)(z)) = 0

c’est-a-dire u(z) € Ker(P(u)). En particulier, N, est donc stable par u. Notons
v 'endomorphisme induit par u — Ay Idg sur Ng. Alors, pour tout z € Ny,

vk (x) = (u— A ddg)™ (x) =0
et donc v* = 0. Ainsi, v, est nilpotent. O

Remarque. On peut montrer que I'indice de nilpotence de vy est la multiplicité
de Mg en tant que racine du polynéme minimal de u (cf. [JR]).
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Théoréme 2 (Décomposition de Dunford). Il existe un unique couple
(d,v) d’endomorphismes de FE tel que d soit diagonalisable, v soit nilpotent, d
et v commutent et v = d + v. De plus, d et v sont des polyndémes en .

Preuve. On sépare la preuve de l'existence et de 'unicité.

Existence. Pour tout k € [1,p], on note dy, = A\gIdy,. On note ensuite,

p
d:deOﬂ'k.
k=1

Alors, d est un polynome en u (car les 7 sont des polynomes en u d’aprés le
lemme [1). De plus, d est diagonalisable. En effet, si By, ..., B, sont des bases
respectives de Ni,..., N, alors leur concaténation B est une base de I/ dans
laquelle la matrice de d est la matrice diagonale,

Diag(Ailn,, .- Aplyn,)

ou l'on a noté, pour tout k € [1,p], ny = dim(Ny). Notons ensuite v = u — d,
de telle sorte que u = d + v. Puisque d est un polyndéme en u, v est également
un polynoéme en u. En particulier, d et v commutent. Il reste a vérifier que v

est nilpotent. Notons a = [Bax o Alors, pour tout x € E,
s n

= D)) = (@) () = 0

k=1 k=1

v®(z) = (v%) (Z Tk (@)
k=1

car, pour tout k € [1,p], vy = v}, ovp* =0 (d’aprés la preuve du lemme
1). D’ott v = 0, ce qui prouve que v est nilpotent.

Unicité. Soit (d’,v") un couple d’endomorphismes de E vérifiant les mémes
conditions que (d, u), c’est-a-dire que d’ est diagonalisable, v’ est nilpotent, d’
et v commutent et w = d’ +v’. Alors, d’ et v commutent car,

dou=dod +dov =dod +vod =uod

et donc d’ commute avec d (car d est un polyndme en u). De méme, v’ et u
commutent car,

! ! !/ ! / ! / ! ! !
vVou=vod +vov =dov +v ov =uow

et donc v’ commute avec v (car v est un polynéme en u). Par suite,

[JR]
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e d — d' est diagonalisable en tant que somme d’endomorphismes diago-
nalisables qui commutent. En effet, en prenant une base commune B de
diagonalisation de d et d’, on obtient que la matrice de d — d’ dans cette
base est diagonale, et donc d — d’ est bien diagonalisable.

e v — v’ est nilpotent en tant que somme d’endomorphismes nilpotent qui
commutent. En effet, si v® = 0 et (v')® = 0 alors la formule du binéme
de Newton fournit que,

a+b
(’U B U/)aer _ Z (a’ ;: b) vk(v/)aerfk =0

k=0

car pour tout k € [0,a +b], si k > a alors v* =0 et sinona+b—k > b
et donc (v/)*+*=F = 0 (ainsi, tous les termes de la somme ci-dessus sont
nuls).

Or,d—d = (u—v)— (u—2") = v —v. Donc d —d' est diagonalisable et
nilpotent, ce qui implique d —d’ = 0. D’out d = d’, ce qui entraine v =v'. [

Remarque. On dit que u = d + v est la décomposition de Dunford de wu.
Supposons désormais K = C.

Théoréme 3. Siu = d+wv est la décomposition de Dunford de u alors celle de
e est donnée par e = e? +e?(e? — Idg) avec e? diagonalisable et e(e” — Idg)
nilpotent.

Preuve. Tout d’abord, puisque d et v commutent, on a bien,
et =ele’ = et tel(e’ — Idy).
De plus,
e ¢? est diagonalisable car d est diagonalisable et e est un polynéme en d,
o el et ed(e¥ — Idg) commutent car ce sont des polynomes en u.

Il reste & vérifier que e?(e? — Idg) est nilpotent. Notons ¢ Iindice de nilpotence
de v. Alors,

J dQ*l ok . =1 k-1 dqfl k-1

v — —_ J—

et(e’ —Idg) =e E E—evg T E o
k=1 k=1 k=1

car les endomorphismes ci-dessus commutent entre eux (ce sont des polynomes
en u). De nouveau, puisque ces endomorphismes commutent entre eux, on a,

dig? _ Idm)]? — pd dq_lkal qio
[e(ef E)}fv e;k! =

=1

et donc e?(e” — Idg) est bien nilpotent. O
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Application 4. L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si e
lest.

Preuve. Reprenons les notations précédentes.

e Si u est diagonalisable alors v = 0, puis,
e =el 4 e — Idp) = e
et donc e* est diagonalisable.

e Réciproquement, supposons que e soit diagonalisable. Par unicité de la
décomposition de Dunford, on en déduit que e?(e” — Idg) = 0, et donc
e’ —Idg = 0 en multipliant par e~ %, c’est-a-dire e’ = Idg. Or, en notant
q I'indice de nilpotence de v, il vient,

q ’Uk
U v
Idg=¢" =) k!
k=0

(en fait la somme s’arréte & ¢ — 1), et donc P(v) = 0 o 'on a noté,
q k
X
k=1

Autrement dit, P est un polynome annulateur de v. Par suite, X?¢ divise
P (car X7 est le polynome minimal de v), ce qui implique ¢ = 1. D’ou
v =0 (car le polynéme minimal de v est X). Dans la décomposition de
Dunford de u, il reste alors u = d, ce qui prouve que u est diagonalisable.

O
Compléments conseillés.

- Calcul effectif de la décomposition de Dunford :
géométrie page 614.

[JR], Algebre et

- Diagonalisation simultanée : théoréme [T}

Commentaires personnels. C’est un développement trés (trop ?) classique.
Mais il n’est pas nécessaire d’étre original pour étre admis au concours, donc
ce n’est pas un inconvénient majeur. De mon point de vue, c’est un bon choix
de développement, puisqu’il est accessible et rentre dans de nombreuses legons.
De plus, la décomposition de Dunford figure sur le programme du concours.
Pour la legon n°155 (sur exponentielle de matrices), il vaut mieux admettre le
lemme [I] pour avoir le temps de prouver le théoréme [3] et 'application ] Pour
les autres legons, on peut seulement prouver le lemme [I] et le théoréme [2]

[JR]
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Décomposition polaire

Lemme 1. Soit A € S;F(R). Il existe une unique matrice B € S,/ (R) telle que
A = B2, De plus, si A est définie positive, il en est de méme pour B.

Preuve. On montre tout d’abord ’existence, puis 'unicité.

Ezistence. D’aprés le théoréme spectral, il existe A\1,..., A\, € Ret P € O,(R)
tels que A = PD'P, ot D = Diag(A1,...,A,). Puisque 4 € S;F(R), ses valeurs
propres sont positives, et on peut donc poser,

A= Diag(\/ﬂ,...\/E) , B= PA'P,

Alors, B € S;F(R), car B est symétrique et ses valeurs propres sont positives.
De plus, B? = P(A?)!P = PD'P = A, d’ou 'existence.

Unicité. Soit C € S;7(R) une matrice telle que B> = C?%. Soit L € R[X]
tel que, pour tout ¢ € [1,n], on ait L(A\;) = v/A;. On peut construire un tel
polyndéme par interpolation de Lagrange. Alors,

L(D) = Diag(L(A), - -, L(A)) = Diag(vAr, - vAn) = A,
Puis,
B = PA'P = PL(D)'P = L(PD'P) = L(A) = L(C?) € R[C].

En particulier, B et C' commutent. Sachant que ces deux matrices sont diago-
nalisables (en tant que matrices symétriques a coefficients réels), le théoréme
assure qu’elles sont donc simultanément diagonalisables. Autrement dit, il ex-
iste Q € GL,(R) et Dy, Dy € D,(R) tels que B=QD1Q ! et C = QDQ .

Avec ces notations, il vient :
B*=QDiQ™', C*=QD3Q".

Or, B2 = C?. Donc, QD3Q"! = QD3Q~!, puis D? =
par Q' a gauche et par Q & droite. En notant aq,...,q, et fq,...
coefficients diagonaux respectifs de Dy et D, il vient alors,

,ai) = Diag(ﬂf, e ﬂ%),

ce qui implique que, pour tout ¢ € {1,...,n}, on a a; = £6;. Or, les réels
Q1,5 CQn, B1,-.., 0, sont tous positifs. En effet, leurs coefficients diagonaux
sont respectivement les valeurs propres de B et C, qui sont bien positives car B
et C sont des matrices symétriques positives. Donc, pour tout i € {1,...,n},
a; = B, puis D1 = Do, ce qui prouve finalement que B = C. O

D2 en multipliant
; Bn les

Diag(a?,...
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Théoréme 2 (Décomposition polaire). Notons S;"(R) I’ensemble des ma-
trices symétriques définies positives. Alors,

On(R) x S (R)
(M, S)

GL,(R)
— MS
est un homéomorphisme.

Preuve. Tout d’abord, ¢ est continue en tant qu’application bilinéaire sur un
produit d’espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit M € M, (R).

Etape n°1. Montrons qu'il existe (O, S) € O,(R) x S+ (R) tel que OS = M.
Tout d’abord, ‘MM € S, (R). De plus, pour tout X € M, ;(R) non nul,

EIXTMMX =" (MX)MX = |[MX|*>0

car M € GL,(R). Donc, tMM € S;/*(R). D’apres le lemme précédent, il
existe donc S € S;7T(R) tel que !MM = S%. Posons O = MS~!. Alors,

0O =S Y MMS™ = [('S))'MMS™! =[S MMS! = 1,,,
car 'tMM = S2. Donc (0,S) € O,(R) x ST (R) et M = OS.
Etape n°2. Montrons ensuite 1'unicité d’un tel couple. Pour cela, considérons
(0',5") € 0,(R) x STT(R) tel que O'S’ = M. Alors,
S?="MM ="*0'S")0'S")=[5100'S = 851,58 = (5)?
ce qui implique S = 8" d’apreés le lemme. Ainsi, ¢ est bijective.

Etape n°3. Montrons finalement que ¢~ est continue. Pour cela, nous allons
utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité. Soit M € GL,(R). On
note (0,S5) = ¢~ 1(M). Soit (M,)yen une suite de matrices inversibles qui

converge vers M dans GL,(R). Pour tout p € N, on note,
(Op, Sp) = @_1(Mp)-

Nous allons montrer que (Op)pen et (Sp)pen convergent respectivement vers O
et S. Sachant que (O, )pen est une suite & termes dans O,,(R) qui est compact,
il existe donc une application ¢ strictement croissante de N dans N telle que
(Oy(p))pen converge vers une matrice 0" de O, (R). Or, pour tout p € N,

S, =0, M,.

[JR]



Par continuité du produit matriciel et de la transposée, on en déduit que
(S(p))pen converge vers la matrice S” définie par S ='O’M. Par ailleurs, S’
est inversible en tant que produit de matrices inversibles, et S’ appartient a

St (R) en tant que limite d'une suite & termes dans S;F(R). Or,
ST (R) = S (R).

Donc, S’ € GL,(R)NS;F(R). Sachant que, GL,(R)N S (R) = S;FT(R), il s’en
suit que S" € S;FT(R). On a donc,

0' € 0,(R), S € ST (R), M=0'S,

ce qui prouve que (0',5") = ¢=}(M) = (O, S). Finalement, (O,)yen est une
suite a termes dans un compact possédant une unique valeurs d’adhérence qui
est O, donc elle converge vers O par la proposition 2] Or, pour tout p € N,

Sp =0, M, ="'0,M,.

Par continuité du produit matriciel et de la transposée, on en conclut que la
suite (Sy(p))pen converge vers 'OM = S. Ainsi, (Op)pen et (Sp)pen convergent
respectivement vers O et S, ce qui prouve que (p‘l est continue en M. O

Compléments conseillés.

Compacité : proposition [2]

- Compacité de O, (R) : théoréme 3

- Décomposition polaire sur M, (R) : théoréme

Diagonalisation simultanée : théoréme
- Matrices symétriques : sous-section |3.18
- Théoréme spectral : corollaire [4]

Commentaires personnels. C’est un développement trés (trop ?) classique.
Mais il n’est pas nécessaire d’étre original pour étre admis au concours, donc
ce n’est pas un inconvénient majeur. On utilise beaucoup de résultats au pro-
gramme, donc vous devez étre irréprochable sur ces derniers. A noter qu'il se
recase dans de nombreuses lecons. De plus, la décomposition polaire figure sur
le programme du concours.
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Dénombrement des polynémes irréductibles unitaires sur un corps fini

Théoréme 1. Soient p un nombre premier et n € N*. Pour tout d € N*, on
note Uy(p) 'ensemble des polynémes unitaires irréductibles de degré d dans
F,[X] et I4(p) le cardinal de Uy(p). Alors,

O x"-x=II II P
dInPeUq(p)

(i) In(p) = ,%dil)u(%)pd;

(i) Lo(p) ~

n—-+oo

Preuve. Montrons tout d’abord le point (i). Pour cela, on montre tout d’abord
le résultat suivant : pour tout d € N*, pour tout P € Uy(p),

P|XP" —1<=d|n.
Soient d € N* et P € Uy(p). On procéde par double implication.

e Supposons que P divise XP" — 1. Soit K un corps de décomposition de
XP" — 1 sur F,. Alors, P est scindé sur K. Soit = une racine de P dans K.
D’aprés la formule de multiplicativité des degrés,

(K :Fp] = [K: Fp(2)][Fp() : Fp).
De plus, F,,(z) étant un corps de rupture de P sur F,, il vient,
[Fy(x) : Fp] = deg(P) = d.

D’autre part, [K : Fp] = n (d’aprés le théoréme [1)). Donc, n = [K: F,(x)]d, ce
qui prouve que d divise n.

e Réciproquement, on suppose que d divise n, puis on note L = F,[X]/(P).
Alors, L est un corps de rupture de P sur F,. En particulier, L est un espace
vectoriel de dimension d sur F),, et donc Ll est de cardinal p®. Par conséquent,
le groupe multiplicatif L* est d’ordre p® — 1, ce qui entraine,

Vo e L, 1= 1

d’aprés le théoréme de Lagrange. En particulier, en notant X la classe de X
Ll
modulo P, il vient X P = X. Par récurrence immeédiate, il s’en suit que, pour

 kd o o _
tout k e N, X' = X, ce qui implique X" = X, car d divise n. Autrement
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dit, P divise X?" — X dans F,[X].

Ainsi, pour tout d € N* pour tout P € Uy(p),
P|XP' —1<d]|n.

II I pIx" -1

dln PeUq(p)

En particulier,

En effet, ces polynomes sont deux & deux premiers entre eux (puisqu’ils sont
unitaires, irréductibles et deux a deux distincts) et divisent tous X?" — 1 (voir
le lemme [1| pour plus de détails). D’autre part, X?" — 1 est sans facteur carré,
puisqu’il est premier avec son polynéme dérivé. Sa décomposition en produit
d’irréductibles dans FF,,[X] peut donc s’écrire :

XP' 1= ﬁpk
k=1

avec Pi,..., P, € Fp[X] des polynomes unitaires, irréductibles et deux & deux
distincts. Et d’aprés ce qui précéde, pour tout k € [1,7], le degré de Py, divise

d. Par suite,
XP”-l:HPk\H H P
k=1

dln PEUq(p)

Les deux polyndmes ci-dessus étant unitaires et associés, il vient finalement,
x"—-1=1] [] P
dln PEU4(p)
Passons au point (ii). En passant aux degrés dans 1’égalité précédente, il vient,
=Y. DL d=) dlip).
dln PEU4(p) d|n
Et donc, d’aprés la formule d’inversion de Mobius (théoréme [2),
n
nl(p) = ”(8) P
d|n

Passons finalement au point (iii). Supposons n > 2, et notons,



Par inégalité triangulaire,

|rn| < Zpd

d|n

d#n
car p est a valeurs dans {—1,0,1}. Or, les diviseurs stricts de n sont inférieurs
ou égaux a | %], puisque si d est un diviseur strict de n, il existe [ > 2 tel que
n = ld > 2d. Par suite,

[5]
ra] <) pF=p
k=1

plzl —1

< plt < pre
-

car p— 1 > 1. Finalement,

I 1
) Il o L,
pm pn p571 n—-+o00
Autrement dit,
pn
In(p ~

Compléments conseillés.
- Construction des corps finis : théoréme
- Fonction de Mébius : théoréme 21
- Un lemme d’arithmétique bien utile : lemme [T}

Commentaires personnels. Développement technique, qui illustre bien les
liens étroits entre la théorie des corps et 'arithmétique des polyndmes, ce qui
permet de le présenter dans de nombreuses lecons. Je le recommande.
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[XG]

Déterminant de Gram

Soit E un espace préhilbertien réel.

Définition 1. Soient z1,...,z, € E. Notons Mg(z1,...,2,) la matrice de
terme général (z; | z;). On appelle matrice de Gram de 1, ..., 2z, la matrice
Mg(x1,...,2,) et déterminant de Gram son déterminant, noté G(z1, ..., Ty).

Proposition 2. Si z1,...,z, € E alors G(z1,..
la famille (z1,...,z,) est libre.

., Tpn) # 0 si et seulement si

Preuve. Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de Vect(zy,...,x,). Notons,

A= ((z|ei))i<i<r € M, n(R)

1<jsn

Autrement dit, A est la matrice dont la j-iéme colonne contient les coordonnées
du vecteur x; dans la base (eq,...,e,). Alors, pour tout (i,7) € [1,n] x [1,7],

> (x| €k)€k> = (z; | z;)

k=1

(FAA); = (@i | ex)(w; | ex) = (xz

k=1

et donc ‘AA = Mg(z1,...,2,). Donc, Mg(x1,...,2,) € Sp(R) et,

VX € M, 1(R), 'X'AAX = '(AX)AX = |[AX|]* > 0.

Do, Mg(z1,...,2,) € ST (R). De plus, Mg(z1,...,7,) € ST (R), si et
seulement si 'inégalité précédente est stricte dés que X # 0, ce qui équivaut a
Ker(A) = {0}, ou encore A € GL,(R). Sachant que,

G(z1,... 20) #0 <= Mcg(z1,...,7,) € ST (R)

et rg(A) =rg(z1,...,xy,), on en déduit que G(z1,...,x,) # 0 si et seulement
si la famille (z1,...,x,) est libre. O
@) =18(X1, .0 Ty

Théoréme 3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, muni
d’une base (eq,...,e,). Soit z € E. Alors,

Remarque. En fait, on a méme rg(Mg(x1, ...

2 _ G(e1,...,en,x)

d($7F> G(ela"-aen) .

Preuve. Puisque l'espace F' est de dimension finie, le projeté orthogonal de z
sur F' existe. Notons le y. Alors,

(i) d(z, F) = |lz -y,
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(ii) pour tout k € [1,n],
(@lew)=(@—y+yle)=(@—yler)+(yler) =(y]ex)
carx —y € Ft,

(iii) [|z]|* = [ly+z —y||* = |ly||* + ||z — y||*, car z —y et y sont orthogonaux.

Ainsi,
(e1]e1) (e1 | en) (e1 | y)
Meal(er, ..., en,x) = : ; :
ol ) (en | e1) (en | €n) (en ‘ y)
(yle) len) llyl*+llz =yl

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport & la derniére colonne de
cette matrice, il vient G(ey,...,e,, ) = a+ [ ou 'on a noté,

(1) - (ealen) (exlv)
“Tlenle) o (enlen) (enly)
(] er) Wlen) Iyl
(e1]er) (e1 | en) 0
P lenlen) o (enlen 0
(1) Wlen) [z —y|?

Or, @ = G(ey,...,en,y) = 0 car la famille (eq,...,e,,y) est lice. De plus, en
développant le déterminant par rapport & la derniére colonne de 3, on obtient,

B =z —y|*Gles,... en) = d(z, F)?Gley, ..
,en) # 0, car (eq,..

2_ Glen, . en2)
Gler,...,eq)

Sy €n).

Sachant que G(eq, ... ., en) est libre, on en conclut que,

d(z, F)

O

Dans [XG], la preuve de 'inégalité de Hadamard (théoréme ci-dessous) n’utilise
pas le théoréme ci-dessus. Par contre, dans la preuve d’Antoine Barrier (qu’on
peut trouver fici), les inégalités de Hadamard sont déduites de ce théoréme.


https://agreg-maths.fr/uploads/versions/2202/abarrier_dev_Gram_Hadamard.pdf

Théoréme 4 (Inégalité de Hadamard).

n
(i) Soient x1,...,x, € E. Alors, G(x1,...,2,) < H |z ||?
k=1

n
(ii) Soient xy,...,2z, € R™. Alors, |det(zy,...,2,)| < 1_[||9L‘1€||27 ou |||z
k=1
désigne la norme euclidienne usuelle sur R™.

Dans ces deux points, on a égalité si et seulement si la famille (x)1<k<n est
orthogonale ou si I'un des vecteurs est nul.

Preuve.

(i) Procédons par récurrence sur n. Pour n = 1, I'égalité est toujours vérifiée
et la famille (z1) est toujours orthogonale. Supposons ensuite le résultat
établi pour un rang n € N* fixé, et fixons z1,..., 2,41 € F. Sila famille

(x1,...,Tne1) est liée alors,
n+1
G(ml, e ,l‘n+1) =0 S H ||.Z‘kH2
k=1
Sinon, (21, ...,%n, Tnt1) est libre. Notons ensuite F' = Vect(x1,...,zp).

Puisque (z1,...,2,) est libre (en tant que famille extraite d’une famille
libre), c’est donc une base de F'. Ainsi, d’aprés le théoréme précédent,

G(xlv <oy Ty, xn-ﬁ-l) = Hxn—i-l - y||2G(3517 s 7$n)-

ol l'on a noté y le projeté orthogonal de x,1 sur F. Par hypothése de
récurrence, il s’en suit que,

n
G(x1,. o o 1) < o — vl [ lell?,
k=1

avec égalité si et seulement si la famille (21, ..., x,) est orthogonale. Or,
puisque z,+1 — y et y sont orthogonaux, il vient,

lzns1ll® = 1y + zner = yll* = Nyl + llznes = ylI* 2 [l2nss — 9l
avec égalité si et seulement si y = 0, c’est-a-dire z,,1; € F. Ainsi,

n+1

G(xla vy Iy ITH-l) S H ||zk||2’
k=1

avec égalité si et seulement si la famille (x1,...,2,41) est orthogonale.

28

(ii) Notons A la matrice dont la j-iéme colonne contient les coordonnées du
vecteur x; dans la base canonique de R™. On a vu dans la preuve de la
proposition [2[ que AA = M¢g(z1,...,2,). En particulier,

G(w1,...,7,) = det(*AA) = det(*A) det(A) = det(A)?

et donc, en appliquant le point précédent,
n
det(A)® = G(a1,...,zn) < [ ll=l3.
k=1
Finalement, on en conclut que,
n
et (..., 2n)| < [ llkllo-
k=1

O

Remarque. Ces théorémes restent vrais pour un espace préhilbertien complexe.

Complément conseillé.
- Document de Jérome Von Buhren sur le déterminant de Gram.

Commentaires personnels. Pour étre tout a fait honnéte, je n’avais pas eu
le temps de bien préparer ce développement, car je I’ai choisi assez tardivement.
Mais je pense que c’est un choix de développement raisonnable.


http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_determinant_gram.pdf

Enveloppe convexe des

matrices orthogonales

Les lemmes suivants sont fortement inspirés de la version de Louis Ducongé
(qu’on peut trouver fici).

Lemme 1. Soient H un R-espace de Hilbert et C une partie convexe fermée
non vide. Pour tout € H \ C, il existe une application f : H — R linéaire
continue telle que f(z) > sup f(y).

yel

Preuve. Soit x € H\ C. Notons a le projeté orthogonal de  sur C' (qui existe
car C est une partie convexe fermée non vide), puis considérons I’application,

f+ H — R
y — (z—aly)

Montrons que f convient & notre probléme. Tout d’abord, f est linéaire, avec
pour tout y € H, en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[f )] < llz—allllyll

ce qui prouve que f est aussi continue. Notons ensuite que, d’aprés le théoréme
de projection sur un convexe fermé, pour tout y € C, (x —a | y — a) < 0. Or,
pour tout y € C,

(@—aly—a)=(@—aly)—(x—ala)=f(y) - f(a)
Donc, pour tout y € C, f(y) < f(a). Par suite, pour tout y € C,
f@) = fly) > f(2) = fla) = (x —a|z) = (x—a]a) = [z —al|* > 0
(la derniére inégalité est stricte car x ¢ C'), et donc f(x) > sup f(y). O
yel

Remarque. 11 s’agit d’une version affaiblie du théoréme de Hahn-Banach.

Lemme 2. Soient H un R-espace de Hilbert, A une partie non vide de H et
x € H. Alors,

z € Conv(A) — (Vf € H*, f(x) < sup f(y)) .
yEConv(A)

Preuve. Supposons que x € Conv(A). Soit f € H*. Montrons que,

f(x) < f().

sup
y€Conv(A)
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Tout d’abord, puisque x € Conv(A), il existe une suite (z,)nen d’éléments de
Conv(A) telle que (z,,)nen converge vers x. Alors, pour tout n € N,

flan) < fy)

sup
y€Conv(A)

car x, € Conv(A4). Or, lirf f(zyn) = f(z) puisque f est continue. D’ou, en
n—-+00

faisant tendre n vers I'infini dans 1’inégalité précédente :

flz) < sup  f(y).

" y€Conv(A)

Pour le sens réciproque, on prouve la contraposée. Supposons x ¢ Conv(A).
Alors, le lemme précédent assure qu’il existe f € H* telle que,

fz)>  sup  f(y).
y€Conv(A)
Or,
sup f(y) = sup f(y)
y€Conv(A) yeConv(A)
car Conv(A) € Conv(A). Do,
f)>  sup f(y).
y€Conv(A)

Soit n € N*. Notons (- | -)2 le produit scalaire sur M, 1(R) défini par,
VX,Y € M1 (R), (X |Y)s =tXY.

Rappelons a toutes fins utiles que ce dernier vérifie, pour tout M € M, (R) et
pour tous X,Y € M, 1(R) :

(MX |Y)2 = (X |'MY),
car (AX | V)y = {(AX)Y =tXtAY = (X |tAY),.

Notons ensuite ||-||2 la norme sur M, ; (R) induite par ce produit scalaire, puis
IIlll la norme subordonnée a cette norme, c’est-a-dire la norme définie par,

MX
VM € My(R), [|M]] = sup {””
B

X € M,1(R), X # o}.


https://agreg-maths.fr/uploads/versions/4710/Enveloppe%20convexe%20de%20On(R).pdf

[TP]

Théoréme 3. L’enveloppe convexe de O, (R) est la boule unité de I’espace
vectoriel normé (M, (R), |||-|I)-

Preuve. Notons B la boule unité de O, (R). Montrons que Conv(O,(R)) = B.
e Montrons que Conv(O,(R)) C B. Tout d’abord, rappelons que,

VO € On(R), [|O]} = 1.

En effet, si O € O,(R) alors, pour tout X € M, 1(R),

[0X |2 =(0X)OX ='X'00X ='XI,X ='XX = || X|
et donc,
0oX
ot =sup {128 | x @, x 20} -
X |2
Considérons ensuite M € Conv(O,(R)). Alors, il existe A1,..., A, € Ry et

O1,...,0, € O,(R) tels que,

{ M =20 4+ 2,0,

At A =1

Avec ces notations, il vient,

p

pRNe,

i=1

1Ml =

P p
<Y oil =Y =1
i=1 i=1

ce qui prouve que M € B. Ainsi, Conv(O,(R)) C B.

e Montrons ensuite que B C Conv(O,(R)). Soit M € B. D’aprés le corollaire
Conv(O,(R)) est compact. En particulier, Conv(O, (R)) est fermé et donc,

Conv(0,,(R)) = Conv(O,(R)).

Pour conclure, il suffit donc de montrer que M € Conv(O,(R)). Et pour cela,
le lemme [2] assure qu’il suffit de montrer que,

Vf e (Mn(R))", f(M)< sup [(O).
0€0,(R)
Soit f € (M, (R))*. Notons (- | -} le produit scalaire défini par,

VA, B € M,(R), (A| B) = Tr(*AB).

Avec ces notations, (M, (R), (- | -)) forme un espace euclidien. Par conséquent,
le théoréme de Riesz (son énoncé restreint & un espace euclidien suffit) assure
I'existence de A € M, (R) tel que,

VB € M,(R), f(B) = Tr(*AB).
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Ecrivons alors la décomposition polaire de A : soit (O, Sp) € O, (R) x S;F(R)
tel que A = 0pSp (un tel couple existe d’aprés le théoréme . En particulier,
So € Sn(R), et donc le théoréme spectral assure l'existence de Ay,..., A, € R

et Xq,..., X, € M, 1(R) tels que,

® \q,..., A\, sont les valeurs propres de S;

e Xq,...,X, sont des vecteurs propres de S, respectivement associés aux

valeurs propres Aq1,..., Ap;

e (X1,...,X,) est une base orthonormée de (M, 1 (R), ||-]|2)-

De plus, A1,..., A\, € Ry car S € S;F(R). Montrons finalement que,
Tr(*AM) < sup Tr(*AO).
0€0,(R)

Puisque,

sup Tr(*AO) > Tr(*AOy)
0€0,(R)

= Tr(tSOtOOOo) = TI'(S()) =

il suffit donc de montrer que Tr(*AM) < Z

Puisque (X1, ...,X,,) est une base orthonormée, le lemme [1| fournit,

n

=> ({AMX; | X;).

i=1

Tr(*AM)

Ensuite, une propriété classique de la transposée donne,

n

=Y (MX; | AXi),

i=1

Tr(*AM)

Sachant que Xi,...,
ciés aux valeurs propres Aq, ...

X, sont des vecteurs propres de Sy respectivement asso-
;A et que A = 0ySp, il vient,

n n

=D (MX; | 00SoXi)2 = Y (MX; | XiOoX;)a.

i=1 i=1

Tr(*AM)
On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui donne,

Tr("AM) < Nl MX|2[|OX; 2

i=1



(car A1,..., A\, € Ry). Or, par définition de |||-|||, pour tout i € [1,n],

{ M X2 < [IM][I| X:l2 < [ Xill2 =1,
00 Xill2 < [lOollI Xill2 < | Xil2 = 1.

car M € B et Og € O,(R). D'on,

Tr('AM) <Y\

i=1
ce qui prouve finalement que M € Conv(O,,(R)). D’oa B C Conv(0,(R)).
Par double inclusion, on en conclut que Conv(O,(R)) = B. O

Remarque. L’énoncé du théoréme de Riesz restreint a un espace euclidien se
démontre de fagon plus élémentaire (voir le théoréme [1)).

Compléments conseillés.

Décomposition polaire : théoréme [2}

- Points extrémaux de ’enveloppe convexe de O,,(R) (Zuily-Queffélec page
993).

Théoréme de Carathéodory : corollaire
- Théoréme de représentation de Riesz (en dimension finie) : théoréme
- Trace et base orthonormée : proposition

Commentaires personnels. Pour étre tout a fait honnéte, je n’avais pas eu
le temps de bien préparer ce développement, car je I’ai choisi assez tardivement.
Je pense que c’est un développement trés (trop 7) long, qui utilise beaucoup
de résultats, dont un qui est hors-programme me semble-t-il (le théoréme de
Carathéodory). C’est un développement qui vous demandera probablement
beaucoup de temps de préparation, mais ce temps peut étre rentabilisé par le
nombre important de lecons dans lesquelles rentre ce développement. Mais si
ce développement vous semble trop difficile, n’hésitez pas & ’abandonner.

31



[JR]

Générateurs de GL,(K) et SL,(K)

Soient K un corps et n € N*. Pour tout (i,) € [1,n]?, on note E; ; la matrice
de M,,(K) dont tous les termes sont nuls sauf le terme de position (i, j).

Définition 1. Pour tout (4,5) € [1,n]? tel que i # j, et pour tout A € K, on

note :
Ti,j(A) = In + >\Ei,j

On appelle matrice de transvection les matrices de la forme précédente.

Définition 2. Pour tout A € K, on note :

1 0 0

sy =|°
1 0
0 0 X

On appelle matrice de dilatation les matrices de la forme précédente.

Théoréme 3. Le groupe GL,(K) est engendré par les matrices de transvec-
tion et les matrices de dilatation. Le groupe SL,(K) est engendré par les
matrices de transvection et les matrices de dilatation.

Ce développement n’est pas encore rédigé (c’est le seul du document a ne pas
létre).
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Générateurs du groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien

Soit E un espace euclidien. Notons n = dim(E).

Lemme 1. Soient u,v € E tels que u # v et |lu]| = ||v||. Alors, il existe une
unique réflexion o de E telle que o(u) = v.

Preuve. Pour le démontrer, procédons par analyse-synthése.

Analyse. Supposons qu’il existe un hyperplan H de E telle que la réflex-
ion o par rapport & H vérifie o(u) = v. Soit (a,b) € H x H* tel que u = a+b.
Alors, v = o(u) = a —b. Donc, u —v = 2b € H-. Or, dim(H') = 1 et
u—v # 0. Donc, H = Vect(u — v), puis H = Vect(u — v)=.

Synthése. Réciproquement, notons H = Vect(u — v)*, puis o la réflexion de
E par rapport & H. Alors,

(wtvlu—v)=(ulw) = (ulv)+@|u) = (v]z)=]uf* ][> =0

et donc u + v € H. Par suite,

_u+v n uU—v
2 2
S~ =
cH €EHL
ce qui prouve que,
( ) uU+v uU+v
o(u) = — =0
2 2
Ainsi, o est 'unique réflexion de F qui envoie u sur v. O

Remarque. Cette réflexion est représentée en dimension 2 et 3 sur les figures|[]]
et

., H,, des hyperplans de E. Alors,

dim(ﬁ Hk> >n—m.

k=1

Lemme 2. Soient Hq, ..

Preuve. On procéde par récurrence sur m € N*. Pour m = 1, il s’agit d’une
égalité. Supposons ensuite le résultat établi pour un rang m € N* fixé. Alors,
d’apreés la formule de Grassmann,

m+1 m m
dim( N Hk> = dim( Hk> + dim(Hp y1) — dim<<ﬂ Hk> + HmH) :

k=1 k=1 k=1
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Et donc, par hypothése de récurrence,

m+1
dim(ﬂ Hk> >m—m)+(n—-1)—n=n—m-—1

k=1
car, dim(Hp41) =n — 1,

dim<ﬁ Hk> >n-—m, et dim((ﬁ Hk> +Hm+1> < dim(E) = n.

k=1 k=1
D’ou I’hérédité. Par récurrence, on en conclut que, pour tout m € N*,

dim(ﬂ Hk> >n—m.
k=1
O

Théoréme 3. Si ¢ € O(F) alors ¢ est produit de rg(¢ — Idg) réflexions mais
pas moins.

Preuve. Montrons par récurrence sur r € [0,n] que tout élément ¢ de O(F)
tel que rg(¢ — Idg) < r est produit d’au plus r réflexions.

Initialisation. Pour r = 0, ¢ = Idg et donc ¢ est le produit de 0 réflexion
par convention.

Hérédité. Supposons maintenant le résultat établi pour un rang r € [0,n — 1]
fixé. Considérons ¢ € O(E) tel que rg(¢p — Idg) <r+1. Sirg(¢ — Idg) <,
le résultat est immédiat par hypothése de récurrence. On peut donc supposer
que rg(¢p — Idg) = r + 1. En particulier, Im(¢ — Idg) # {Og}, c’est-a-dire
qu’il existe xg € E\ {Og} tel que ¢(xo) # xo. Notons yo = ¢(x0), qui vérifie
llyoll = |lzoll, car ¢ € O(FE). Afin d’appliquer notre hypothése de récurrence,
nous allons composer ¢ par une réflexion o de E envoyant yg sur g, de telle
sorte que rg(o o ¢ — Idg) < rg(¢ — Idg). D’apres le lemme [1} cette réflexion
existe, puisque xg et yo sont de méme norme. Il s’agit de la réflexion o par
rapport a 'hyperplan H = Vect(yo — x¢)*. Montrons que,

rg(co¢p—Idg) <r,

ce qui permettra d’appliquer I’hypothése de récurrence. Pour cela, il suffit de
montrer que Ker(¢ — Idg) est strictement inclus dans Ker(o o ¢ — Idg). Soit
x € Ker(¢ — Idg). Alors,

(@ [ yo —20) = (x [ yo) = (| 20) = (¢(2) | ¢(x0)) — ([ x0) = 0,

[FG]



puisque ¢ € O(E). Donc, x € H. Par suite, o(¢(z)) = o(x) = =, c’est-a-dire
x € Ker(o o ¢ — Idg). Ainsi,

Ker(¢p — Idg) C Ker(oc o ¢ — Idg)
et cette inclusion est stricte car zg € Ker(o o ¢ — Idg) \ Ker(¢ — Idg). D’on,
dim(Ker(¢ — Idg)) < dim(Ker(o o ¢ — Idg))

et donc, rg(co¢p—Idg) < rg(¢p—Idg) = r+1 avec le théoréme du rang. D’ou,

rg(o o ¢ — Idg) < r. Par hypothése de récurrence, il existe donc m € N et

01, .., pm des réflexions de E tels que m < rg(oo¢ — Idg) et,
TOQY=p1O0pp.

Par suite, m+ 1 <rg(co¢p—Idg)+1 <r+1 et,

¢:goplo~~opm

ce qui prouve que ¢ est produit d’au plus r+ 1 réflexions de E. Par récurrence,
on en conclut que tout élément ¢ € O(FE) tel que rg(¢ — Idg) < r est produit
d’au plus r réflexions. Il reste maintenant & prouver qu’on ne peut pas faire
mieux. Le résultat est clair pour Idg. Soit ¢ € O(E)\ {Idg}. Supposons qu’il
existe m € N* et Hy,..., H,, des hyperplans de E tels que,

(yb:plo...opm.

ou l'on a noté, pour tout k € [1,m], pi la réflexion de E par rapport a Hy.
Montrons que m > r. Tout d’abord,

ﬂ H; C Ker(¢ — Idg).
k=1

En effet, si © € Hy N--- N H,, alors, pour tout k € [1,m], pr(x) = x, puis,
¢(x) = (pro---opm)(x) = (p1o- 0 pm-1)(pm(x)) = (pro - 0 pm_1)(2),

et donc ¢(z) = x par récurrence finie. D’on,

() Hx C Ker(¢ — Idg).
k=1

En particulier,

dim<ﬂ Hk) < dim(Ker(¢ — Idg)).

k=1
Et donc, dim(Ker(¢ — Idg)) > n — m en utilisant le lemme [2| Or, d’apreés le
théoréme du rang,

dim(Ker(¢ — Idg)) =n —rg(¢d — Idg).

D’ou, m > rg(¢ — Idg), ce qui achéve la preuve. O
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Figures.

Complément conseillé.

- Générateurs du groupe orthogonal d’une forme quadratique définie :
théoréme 2

Commentaires personnels. Je pense qu’il vaut mieux présenter un seul des
deux lemmes en fonction de la legon présentée. Si vous présentez la legon 148,
choisissez plutot le lemme 2] Sinon, choisissez plutot le lemme [T} Vous pouvez
aussi ne prouver que le théoréme, si vous préférez avoir plus de temps pour le
présenter. Par ailleurs, ce développement est assez facile et se recase dans de
nombreuses legons. Je le recommande. De plus, ce dernier posséde I'immense
avantage de méler algébre et géométrie, et vous offre 'opportunité de dessiner,
ce qui sera apprécié par le jury.



Générateurs du groupe orthogonal d’une forme quadratique définie

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n € N* sur un corps commutatif
K. Soit ¢ une forme quadratique anisotrope (définie) sur E. Tout sous-espace
vectoriel F' de E est donc non isotrope (et méme anisotrope), et on peut ainsi
considérer la symétrie orthogonale par rapport & F, car F @ F- = E. Notons
 la forme polaire de q.

Lemme 1. Soient u,v € E tels que u # v et gq(u) = q(v). Alors, il existe une

unique réflexion o de E telle que o(u) = v.

Preuve. Pour le démontrer, procédons par analyse-synthése.

Analyse. Supposons qu'il existe un hyperplan H de F telle que la réflex-
ion o par rapport & H vérifie o(u) = v. Soit (a,b) € H x H* tel que u = a+b.
Alors, v = 0(u) = a —b. Donc, u —v =2b € H*. Or, dim(H+) =1 (car q est
non dégénérée) et u—wv # 0. Donc, H+ = Vect(u —v), puis H = Vect(u —v)=.
Synthése. Réciproquement, notons H = Vect(u — v)*, puis o la réflexion de
FE par rapport & H. Alors,

P(u+v,u—v) = p(u,u) = o(u,v) + (v, u) = p(v,v) = q(u) — q(v) =0
et donc u + v € H. Par suite,
u—+v i U —v
u =
2 2
N~ ==
€H €eH+
(H+ = Vect(u — v) car ¢ est non dégénérée), ce qui prouve que,
u—+v u—+v
o(u) = - =
2 2
Ainsi, o est I'unique réflexion de E qui envoie u sur v. O

Théoréme 2. Siy € O(q) alors 9 est produit de rg(y — Idg) réflexions mais
pas moins.

Preuve. Montrons par récurrence sur r € [0,n] que tout élément ¢ de O(q)
tel que rg(v — Idg) < r est produit d’au plus r réflexions.

Initialisation. Pour r = 0, ¥ = Idg et donc ¥ est le produit de 0 réflexion
par convention.
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Heérédité. Supposons maintenant le résultat établi pour un rang r € [0,n — 1]
fixé. Considérons ¥ € O(q) tel que rg(yp — Idg) < r+ 1. Sirg(y — Idg) <,
le résultat est immédiat par hypothése de récurrence. On peut donc supposer
que rg(yp — Idg) = r + 1. En particulier, Im(¢) — Idg) # {Og}, c’est-a-dire
qu’il existe zg € E \ {0g} tel que ¢(zg) # x¢. Notons yo = 1(x0), qui vérifie
q(zo) = q(yo), car 1 € O(g). Afin d’appliquer notre hypothése de récurrence,
nous allons composer ¥ par une réflexion o de E envoyant gy sur zq, de telle
sorte que rg(o o9 — Idg) < rg(v) — Idg). D’aprés le lemme [1} cette réflexion
existe, car ¢(zg) = q(yo). Il s’agit de la réflexion o par rapport a 'hyperplan
H = Vect(y — x¢)*. Montrons que,

rg(coy — Idg) <,

ce qui permettra d’appliquer I’hypothése de récurrence. Pour cela, il suffit de
montrer que Ker(y) — Idg) est strictement inclus dans Ker(o o ¢ — Idg). Soit
x € Ker(¢ — Idg). Alors,

) =

(2, 90) — ¢(x,20) = (Y (2), P(20)) = p(z,20) =0,

puisque ¥ € O(q). Done, € H. Par suite, o(¢(z)) = o(x
x € Ker(o ot — Idg). Ainsi,

Ker(y — Idg) C Ker(oc oty — Idg)

@(mayo — Zo

x) = x, c’est-a-dire

et cette inclusion est stricte car zp € Ker(o o) — Idg) \ Ker(y) — Idg). Do,
dim(Ker(y — Idg)) < dim(Ker(o o9 — Idg))

et donc, rg(oc oy — Idg) < rg(yp — Idg) = r + 1 avec le théoréme du rang.
D’ou, rg(o o9 — Idg) < r. Par hypothése de récurrence, il existe donc m € N
et p1,..., pm des réflexions de E tels que m < rg(c ot — Idg) et,

Uow:plo...

0 Pm-

Par suite, m+ 1 <rg(co¢ — Idg) + 1 <r+1 et,

wzo-oplo...

© prm

ce qui prouve que ¥ est produit d’au plus r+ 1 réflexions de E. Par récurrence,
on en conclut que tout élément ¢ € O(q) tel que rg(v — IdE) < r est produit
d’au plus r réflexions. Il reste maintenant a prouver qu’on ne peut pas faire
mieux. Le résultat est clair pour Idg. Soit ¢ € O(q) \ {Idg}. Supposons qu’il
existe m € N* et Hy,..., H,, des hyperplans de E telb que,

w:plo...

0 Prm-



o 'on a noté, pour tout k € [1,m], pi la réflexion de E par rapport a Hy.
Montrons que m > r. Tout d’abord,

() Hy C Ker(¢ — Idg).
k=1
En effet, si x € Hy N---N H,, alors, pour tout k € [1,m], px(z) = x, puis,
Y(x) = (pro---0pm)(@) = (p1o- 0 pm-1)(pm(x)) = (pro- -0 pm_1)(2),

et donc t(x) = x par récurrence finie. D’ot,
m
() H C Ker(s — Idp).
k=1

En particulier,

k=1
Et donc, dim(Ker(y) — Idg)) > n — m en utilisant le lemme [2| Or, d’apreés le
théoréme du rang,

dim(ﬁ Hk> < dim(Ker(yp — Idg)).

dim(Ker(¢yp — Idg)) = n —rg(y — Idg).
D’ou, m > rg(v — Idg), ce qui achéve la preuve. O

Remarque. Dans cette preuve, 'hypothése que ¢ soit définie est nécessaire car
I'espace vectoriel Vect(y —x)® peut étre isotrope si on suppose seulement que
q est non dégénérée. Toutefois, une autre preuve permet d’établir que si g est
non dégénérée alors tout élément de O(q) est produit d’au plus n réflexions.

Figures. [T 2

Complément conseillé.

- Générateurs du groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien :
théoréme [31

Commentaires personnels. Pour étre tout a fait honnéte, je ne suis pas sir
de la pertinence d’un tel développement. A quelques détails prés, la preuve
est identique & celle du théoréme Par conséquent, si vous avez choisi de
présenter les générateurs du groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien,
¢a ne vous demandera pas beaucoup d’efforts de présenter ce développement.
Mais d’un autre coté, cette grande ressemblance avec la preuve du théoréme [3]
souléve un probléme : cette preuve utilise trés peu les formes quadratiques. On
peut donc douter de sa pertinence dans une legon sur les formes quadratiques.
Dans 'idéal, il faudrait plutét présenter sa version pour une forme quadratique
non dégénérée, qui utilise la théorie des formes quadratiques de fagon bien plus
cruciale. Mais cette derniére est plus difficile.
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Loi d’inertie de Sylvester

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2. Soit E un K-
espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit ¢ une forme quadratique sur
E. On note ¢ sa forme polaire.

Définition 1. Une base B = (e, ..
V(i J) € [1,n]?,

.,ep) de E est dite g-orthogonale si,

i #j = p(eie) = 0.

Autrement dit, si on note, pour tout i € [1,n], a; = q(e;), alors (e1,...,ep)
n

est une base g-orthogonale de F si, pour tout x = inei €F,
i=1

n
g(x) =Y aw]
=1

ou d’une maniére équivalente :

ag 0 -+ 0
0
Matg(q) =
: 0
0 --- 0 a,

Théoréme 2. Il existe une base g-orthogonale de F.

Preuve. Dans cette preuve, E et ¢ ne sont plus fixés. Montrons, par récurrence
sur n € N* que, pour tout K-espace vectoriel F de dimension n, et pour toute
forme quadratique ¢ sur E, il existe une base g-orthogonale de E.

Initialisation. Soient F une droite vectorielle sur K et ¢ une forme quadratique
sur E. Alors, toute base de E est une base g-orthogonale, d’ou le résultat.

Hérédité. Supposons ensuite le résultat établi pour un rang n € N* fixé. Soient
FE un K-espace vectoriel de dimension n+ 1 et ¢ une forme quadratique sur FE.

x Si ¢ = 0, toutes les bases de F sont g-orthogonales, d’oul le résultat.

* Supposons ensuite g # 0. Soit x € F tel que ¢(x) # 0. Notons,

F={yeE|¢xy) =0}

Autrement dit, F' est le noyau de la forme linéaire w, définie pour tout y € £
par w(y) = ¢(x,y). Il Sagit donc d’un sous-espace vectoriel de E (en tant que
noyau d’une forme linéaire). De plus, d’aprés le théoréme du rang,

dim(F) = dim(Ker(w)) = dim(E) — dim(Im(w)).
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Or, Im(w) = K en tant que sous-espace vectoriel de K non réduit a {Og} (car
q(z) € Im(w)). D’ou, dim(F') = n. Par hypothése de récurrence, il existe donc
(v1,...,v,) une base gp-orthogonale de F' (ou I'on a noté gp la restriction de ¢
a F). D’autre part, « ¢ F (car w(z) = q(z) # 0). Puisque F est un hyperplan
de E, ceci assure que F = Vect(x) @ F. Par conséquent, (x, v, ...,v,) est une
base de E. Il reste & montrer que cette base est g-orthogonale de E. Notons :

- B:(x,’l)l,...,’l)n);
- BI:(’Ul,...

,Un)-

Avec ces notations, il suffit de prouver que Matg(gq) est une matrice diagonale
pour conclure que B est une base g-orthogonale de F. Tout d’abord,

p(x,z)  p(z,v1) o(x,vn)

o(vi,z) (v, vr) ¢(v1,vn)
Matgs(q) = ) . )

@(Umx) ‘P(Unavl) @(Unavn)

Or, pour tout i € [1,n], ¢(vi,z) = p(z,v;) =0 (car v; € F), et :

@(v1,v1) o(v1,vn) 0 --- 0
: = MatB/(qF) =
o(vn,v1) ©(Vn, ) 0 .- 0
car (v1,...,v,) est une base gp-orthogonale de F'. Donc,
gl 0 - 0
0 q(vl) ... 0
Matg(q) = | . . ,
0 0 Q('Un)

ce qui prouve que B est une base g-orthogonale de E. Ainsi, E posséde une
base g-orthogonale.

Finalement, par récurrence, on en conclut que, pour tout K-espace vectoriel £/
de dimension finie et pour toute forme quadratique g sur F, il existe des bases
g-orthogonales de F. O
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Remarque. Pour construire une telle base, on peut appliquer ’algorithme de
réduction de Gauss.

Notons r le rang de la forme quadratique g.

Théoréme 3. Supposons K = R. Alors, il existe une base B = (e, ..
E et p € [0,n] tels que,

n p
szzxkek €L, q(z) :in—

., epn) de

k=1 k=1 k=p+1
c’est-a-dire que :
I, 0 0
Matg(qg)=1| O I,_, | 0
0 0 0

De plus, cet entier p ne dépend que de la forme quadratique (il ne dépend pas
de la base B). Le couple (p,r — p) est appelé la signature de gq.

Preuve. Soit By = (f1,..., fn) une base g-orthogonale de E. Alors,

a 0 -+ 0
0

MatBo(Q) =
: . 0
0 -~ 0 ap

ou l'on a noté, pour tout k € [1,n], ar = q(fr). En particulier,

r =rg(q) = rg(Matp,(q)) = card({k € [1,n] | ar # 0}).
Quitte & permuter les vecteurs de la base, on peut donc supposer que :
ai,...,a. €ER* appy =---=a, =0.
Notons ensuite,
p = card({k € [1,7] | ax > 0}).

De nouveau, quitte & permuter les vecteurs de la base, on peut donc supposer
que :

ai,...,ap €ERY, apiy,... 0, € RY.

Pour tout k € [1,n], notons :

émh sil<k<p,
€L — 1 .

¢Zﬁh sip+1<k<r,

fr sinon.

puis B = (e1,...,en). Avec ces notations, il vient, pour tout k € [1,n],
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- sik e [1,p], glex) = (\/1@> q(fx) = aikak =1;

2 1
> q(fr) = o= -1;

- sikep+1r], glex) = <\/1Tk

- sik € [rnl, alex) = a(fi) = 0.

Do,
L] o |o
Matg(q)=| O | —I,—, | O
0 0 0

Il reste & montrer que cet entier p ne dépend pas de la base B.

Soient B’ = (€, ...,e},) une base de F et p’ € [1,n] tels que :

I,| o |o
Matgp (q) = 0| —-IL_» |0
0 0 0
Notons :
F =Vect(e1,...,ep), G = Vect(epsi,...,en),
F' = Vect(e},...,e,), G = Vect(e,i,--.,€;)

de telle sorte que, pour tout x € E'\ {0g},
reEFUF = q(z) >0, 2€6 GUG = q(x) <0
car, pour tout = (x1,...,2,)8 = (2,..., 2 ) € E,
P r v’ T
g(x) =) ai— Y wi =) (@h)? - D (@)™
k=1 k=p+1 k=1 k=p+1
Par conséquent, F NG’ = {0g} et NG = {0g}. Autrement dit,
- F et G’ sont en somme directe,
- F’ et G sont en somme directe,
et donc,

- dim(F + G') = dim(F) + dim(G') =p+n —p/,

- dim(F' + G) = dim(F') + dim(G) =p' + n — p.
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Or, dim(F + G') < n et dim(F' + G) < n car F + G' et F' + G sont des
sous-espaces vectoriels de E. Do, p+n—p’ < net p’+n—p < n, c’est-a-dire
p < p' et p’ <p, ce qui prouve finalement que p = p'. O

Théoréme 4. Supposons K = C. Alors, il existe une base B = (ey, ..., e,) de

E et p € [0,n] tels que,

Vo = ixkek €E, qx)= ixi
k=1

k=1

Matg(q) = ( g 0 )

, fn) une base g-orthogonale de E. Alors,

c’est-a-dire que :

Preuve. Soit By = (f1,...

aq 0 N 0

0 .
MatBO (q) =

: . -0

0 -~ 0 ap

ou l'on a noté, pour tout k € [1,n], ar = ¢(fi). En particulier,
r =rg(q) = rg(Matp,(q)) = card({k € [1,n] | ar # 0}).
Quitte & permuter les vecteurs de la base, on peut donc supposer que :
ai,...,ar € C*, apy1=---=a, =0.

Pour tout k € [1,7], il existe Ay € C* tel que ar = A} (car a; € C*). On note
alors :

1
7fk Si1§k§T7
Cp = >\k

S sinon.

puis B = (eq,...,e,). Avec ces notations, il vient, pour tout k € [1,n],
. 1)° 1
-sike [[1,7“]], qler) = . q(fr) = —ar =1;
k ak

- sik € [rn], qlex) = a(fr) = 0.

D’ou,
I |0
Matp(q) = ( TR )
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Complément conseillé.
- Formes quadratiques : sous-section 2]

Commentaires personnels. Développement non rédigé durant ma prépara-
tion au concours. Je m’abstiendrai donc de vous conseiller sur ce dernier.
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Probabilité que deux éléments commutent dans un groupe

Théoréme 1 (Théoréme de Dixon). Soit G un groupe fini non abélien.
On note n(G) le nombre de couples d’éléments de G qui commutent divisé par
le nombre total de couples de G. Alors, n(G) < 2.

Preuve. Pour tout a € G, on note C, le centralisateur de a. Alors, ’ensemble
des couples d’éléments de G qui commutent est I'union disjointe de {a} x C, C
G? pour a € G. En particulier, son cardinal est égal & la somme des cardinaux
de Cy pour a € G. D’ou,

|GI*n(G

= ICal.

acG

Par ailleurs, pour tout a € G, C, est le stabilisateur de a pour ’action par
conjugaison de G sur lui-méme, c’est-a-dire ’action,

GxG — G
(g,a) +— gag™

Considérons alors Oy, ..., Oy les classes de conjugaison deux a deux distinctes
de G, c’est-a-dire ses orbites pour 'action par conjugaison. Puisque celles-ci
forment une partition de G, il vient,

1

CRITED 9D SCIES 95 WECIETED SR o)
i=1 a€0; i=1 a€O; a€0;
Puis,
"
GIPn(@) =1G1 3 57104 = CIk.
i=1 17"
Et donc n(G) = @ Remarquons ensuite que l'orbite d’un élément a de

G pour l'action par conjugaison est réduite au point {a} si et seulement si
a € Z(G). Sachant que les orbites forment une partition de G, il vient,

k
Gl =>"10].
=1

Or, pour tout a € G, |Co(G)| = 1 si et seulement si a € Z(G). Il y a donc
exactement |Z(G)| classes de conjugaison de cardinal 1, et les k—|Z(G)| classes
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de conjugaison restantes sont de cardinal supérieur ou égal & 2. D’o1, en isolant
les classes de conjugaison de cardinal 1 dans la somme précédente,

G| > [2(G)| +2(k = |2(G)]) = 2k — |Z(G)]

En divisant I'inégalité précédente par |G|, on obtient,

ko1 12(G)
G)=—<-=
"D a =2t e
Pour montrer que n(G) < 32 g, il suffit donc de montrer que 5 1y ‘gl(gl)l < g,

c’est-a-dire que 'indice de Z(G) dans G est supérieur ou egal a 4. Pour cela,
on montre que les autres cas sont impossibles.

e Si[G:Z(GQ)]=1alors Z(G) =
notre hypothése.

G et donc G est abélien, ce qui contredit

e Si[G:Z(G)]=2o0u|G: Z(G)] =3 alors G/Z(G) est cyclique, et donc
G est abélien par le lemme [3] ce qui contredit notre hypothése.

Ainsi, [G : Z(G)] > 4, et donc n(G) < O

5
g
Remarque. Le nombre n(G) correspond a la probabilité que deux éléments de
G tirés uniformément et indépendamment commutent.

Proposition 2. Notons Dg le groupe diédral d’ordre 8. Alors, n(Ds) = %.
Preuve. Le groupe diédral Dg est composé (voir figure ' ) de quatre rotations,
d’angles respectifs 0, 5, 7w et 3™ et de quatre réflexions. Déterminons alors les
couples d’éléments de Dg qui commutent. On distingue trois cas.

e Cas n°l. Produit de deux rotations. Si r; et r9 sont deux rotations
de Dg d’angles respectifs 6; et 65 alors ry o ro est une rotation d’angle
0, + 05. En particulier, les rotations de Dg commutent toutes entre elles.

e Cas n°2. Produit de deux réflexions. Soient s; et sy deux réflexions de
Dg, d’axes respectifs Ay et As. Si s1 = sg, alors s; et sy commutent.
Sinon, les axes A1 et Ay ne sont pas paralléles (il n’y a que quatre axes
possibles dans Dg), et admettent donc un unique point d’intersection M.
Avec ces notations, s; o sy est une rotation affine de centre M, et d’angle

[LM]



2(Ag, Ay), ot (Ag, Ay) désigne 'angle orienté entre les droites Ag et Aj. - Probabilité que deux permutations commutent : proposition [T}

En particulier,
Commentaires personnels. Je ne vais pas passer par quatre chemins : c’est

§51083=82081 <= 2(A1,A3) =2(Ag,Ay) [27] mon développement préféré. Et par chance, je suis passé sur ce développement

s 4(A1,A0) =0 [27] lors dfz mon or.al d’algébre et géométrie. La preuve ’du théoréme de ]?ixon est

technique, mais le calcul de n(Dsg) est assez intuitif. De plus, ce développe-

5108, =805 <= (A,A)=0 [f} . ment posséde I'immense avantage de méler algébre et géométrie, et vous offre

2 I’opportunité de dessiner, ce qui sera apprécié par le jury.

Ainsi, deux réflexions de Dg commutent si et seulement si leurs axes sont

perpendiculaires. Par suite, toute réflexion de Dg d’axe A commute avec

elle-méme et avec la réflexion d’axe AL, mais ne commute pas avec les
autres réflexions.

e Cas n°3. Produit d’une rotation et d’une réflexion. Soient r une rota-
tion et s une réflexion d’axe A de Dg. Alors, rosor~! est une réflexion
d’axe 7(A). En effet, det(rosor=1) = —1 et,

(roso ril)(r(A)) =r(s(A)) =r(A)

et donc r o sor~! est une réflexion d’axe 7(A). Or, 7 et s commutent si
et seulement si r o sor~! = 5. D’aprés ce qui précéde, on en déduit que
r et s commutent si et seulement si 7(A) = A, donc si et seulement si
r = —Id ou r = Id. Par conséquent, une réflexion de Dg commute avec
—1Id et Id, mais ne commute pas avec les autres rotations.

Dénombrons finalement le nombre de couples de Dg qui commutent, en distin-
guant suivant leur premier élément.

e Les éléments —Id et Id commutent avec tout autre élément de Dg. Il y a
donc 2 x 8 = 16 couples de Dg qui commutent et dont le premier élément
est —Id ou Id.

e Les rotations d’angle 7 et 37” commutent avec toute rotation, mais ne
commutent avec aucune réflexion. Il y a donc 2 x 4 = 8 couples de Dsg

correspondant.

e Chaque réflexion commute uniquement avec deux rotations (—Id et Id)
et deux réflexions (elle-méme et la réflexion d’axe perpendiculaire au
sien). Il y a donc 4 x 4 = 16 couples de Dg correspondant.

Finalement, il y a donc 1648416 = 40 couples de Dg qui commutent. Sachant

40 5
que Dg posséde huit éléments, on en conclut que n(Dg) = — = —. O

82 8
Figures. [3 [ [ [6}

Compléments conseillés.

- Centre d’un groupe : lemme [3

41
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Simplicité de 2,

Théoréme 1. Sin > 3, le groupe 2, est engendré par les 3-cycles.

Preuve. Montrons tout d’abord que le produit de deux transpositions est un
produit de 3-cycles. Soient 7, et 75 des transpositions. On distingue trois cas.

e Cas n°l. Si |Supp(m1)NSupp(72)| = 2, alors 71 = 75 puis 7172 = Id = >
pour tout 3-cycle ~.

e Cas n°2. Si [Supp(r;)NSupp(r2)| = 1, alors il existe z,y, z € [1,n] deux
a deux distincts tels que 71 = (z,y) et 75 = (y, 2). Par suite,

n1e = (z,9)(y, 2) = (z,v, 2).

e Cas n°2. Si Supp(m) N Supp(r2) = &, alors il existe a,b,c,d € [1,n]
deux a deux distincts tels que 71 = (a,b) et 72 = (¢, d). Par suite,

7172 = (a,b)(¢,d) = (a,b)(b, ¢)(b,c)(c,d) = (a,b,c)(b, e, d).

Montrons désormais que les 3-cycles engendrent 2,,. Tout d’abord, les 3-cycles
appartiennent bien & %A,,, car pour tout entier r > 2, la signature d’un r-cycle
est (—1)"*L. Soit o € A,,. On sait qu’il existe 7, ..., 74 des transpositions de
G, telles que,

O=T0--0Tqg.

En particulier, e(o) = (—1)¢. Or, e(c) = 1. Donc d est pair. On peut alors
regrouper les facteurs du produit précédent par deux :

o =

':m\@

TiTiJrl.

i=1

Sachant que les permutations 7;7; 11 sont des produits de 3-cycles (d’aprés ce
qui précéde), on en déduit que o est un produit de 3-cycles. O

Remarque. Sin = 3, le cas n°2 est impossible.

Lemme 2. Sin > 5, les 3-cycles sont conjugués dans 2,,.

Preuve. Soient o = (x1,x9,x3) et 8 = (y1,y2,y3) deux 3-cycles. Considérons
o la permutation de [1,n] qui envoie z1 sur y;, To sur ys, x3 sur ys et laisse
fixe tous les autres éléments. Alors,

0—050—71 = 0_(1,1’1,2"%3)0_71 = (J(‘Tl)ao—(xQ)?U(x?))) = (y17y27y3) = ﬂ
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Sie(o) = 1, alors 0 € A, et donc égalité ci-dessus fournit que « et 8 sont
conjugués dans 2,. Sinon, on fixe x4, 25 € [1,n] \ {21, 22,23} (qui existent
car n > 5), et on note p =7 o0. Alors,

-1

pap” " = (p(z1), p(x2), p(x3)) = (Y1, y2,93) = B.

avec £(p) = e(7)e(0) = (—=1)? = 1, et donc I'égalité ci-dessus fournit que « et
B sont conjugués dans 2. O
Remarque. On a utilisé le résultat suivant : pour tout cycle (z1,...,z,) € &,,
et pour tout 0 € G,

ogo(z1,...,x,)00 ' = (a(x1),...,0(x,)).

Théoréme 3. Sin =3 oun >5,le groupe 2, est simple.

Preuve. Pour n = 3, 23 est de cardinal 3, et le théoréme de Lagrange assure
donc que ses seuls sous-groupes sont {Id} et 2As. A fortiori, 23 est simple.

Supposons maintenant n # 5. Soit H un sous-groupe distingué de 2, distinct
de {Id}. Montrons que H = %,,. Si H contient un 3-cycle, alors il contient ses
conjugués, et donc il contient tous les 3-cycles par le lemme précédent. Or, les
3-cycles engendrent 2(,, d’aprés le premier lemme. Par suite, si H contient un
3-cycle, il contient 2, tout entier, c’est-a-dire que H = %,,. Pour conclure, il
suffit donc de construire un 3-cycle appartenant a H. Soit o € H \ {Id}. Soit
z € [1,n] tel que o(z) # x. Notons y = o(z). Soit z € [1,n]\{z,y,0(y)} (qui
existe car n > 4). Notons v = (z,v, 2). Notons p = oyo~!y~1, qui appartient
& H car H est un sous-groupe distingué de 2,,. De plus,
pP= 0'(.13, Y, Z)U_lfy_l = (0’(1‘), U(y)7 U(Z))(Z’ Y, 1‘) = (y’ a(y), O'(Z))(Z, Y, l‘)

En particulier, le support de o est contenu dans ensemble {z,y, z,0(y), 0(2)},
qui est de cardinal au plus 5. D’autre part, p # Id, car p(z) = o(y) # z. D’ou
I’existence de cy, ..., c, des cycles a supports deux & deux disjoints, telles que,

p=cio---0c,

avec,

| Supp(cx) = Supp(p)-
k=1

[JR]



Notons ensuite [y, ..., [, les longueurs respectives des cycles ¢y, ..., c.. Quitte
a les renommer, on peut supposer sans perte de généralité que [; < --- < [,.
D’aprés 1’égalité précédente,

L Supp(ex)

k=1

L+ 41 = = [Supp(p)| < 5.

Sachant que [q,...,[, > 2, ceci implique r < 2. On distingue

e Cas n°l. Sir =1, alors e(p) = (—1)1*! =1, car p € H C 2,,, ce qui
implique que /1 est impair. D’ou, I; = 3 ou [; = 5, c’est-a-dire que p est
soit un 3-cycle, soit un 5-cycle.

e Cas n°2. Sir = 2, alors l; = 2, et donc e(p) = (—1)>*2 = 1, ce qui
implique que Iy est pair. D’ou, 1 = l; = 2, c’est-a-dire que p est un
produit de deux transpositions.

Ainsi, o est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit un produit de deux transposi-
tions. On distingue de nouveau plusieurs cas.

e Cas n°l. Si p est un 3-cycle, H contient un 3-cycle.

e Cas n°2. Si p = (x1, 22,23, 24,25) est un 5-cycle, alors en considérant
5 = (1,22, 73), on obtient que p = pyp 7~ € H est un 3-cycle. Plus
précisément,

p = (p(z1), p(2), p(x3)) (23, T2, 71) = (X2, T3, T4) (T3, T2, 1)
et donc p = (21, x4, x2).
e Cas n°3. Si p = (x1,22)(z3,24) est un produit de deux transpositions,
alors en fixant x5 € {1, 2,23, 24} (qui existe car n > 5), puis en notant
A = (21,72, 5), on obtient que p = pyp 17~! € H est un 3-cycle. Plus
précisément,
p = (p(x1), p(x2), p(5)) (25, 2, ¥1) = (T2, 71, 25) (5, T2, 1)
et donc p = (x1, x2,xs5).
Dans tous les cas, H contient un 3-cycle, ce qui achéve la preuve. O
Remarque. Le cycle «y construit ci-dessus n’est pas le méme que celui de [JR].

Si vous étes rapide, vous pouvez également démontrer le résultat suivant (dans
le cas contraire, le jury sera susceptible de vous interroger sur le cas n = 4).

Proposition 4. Le groupe A4 n’est pas simple.

Preuve. Le groupe A4 posséde 12 éléments :
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- lidentité : Id;
- 8 éléments d’ordre 3, qui sont les 3-cycles :
(1,2,3),(1,3,2),(1,2,4),(1,4,2),(1,3,4),(1,4,3), (2, 3,4), (2,4, 3);
- 3 éléments d’ordre 2, qui sont les doubles-transpositions (produit de deux
transpositions a supports disjoints) :
(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)

(ces éléments sont bien d’ordre 2, car si 71 et 75 sont deux transpositions
a supports disjoints alors ordre(r;72) = ppem(ordre(ry), ordre(rz)) = 2).

Notons,
Vi ={1d,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}

(V' est linitiale de Vierergruppe, qui signifie groupe de quatre en allemand).
On peut montrer que c’est un sous-groupe distingué de A4, ce qui prouve que
le groupe 24 n’est pas simple. O

Remarque. Le groupe 24 posséde 4 classes de conjugaison :
- la classe de conjugaison de l'identité : {Id};

- la classe de conjugaison des doubles transpositions :

{(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3) };

une premiére classe constituée de 3-cycles :

{(1,2,3),(1,4,2),(1,3,4),(2,4,3)};

- une deuxiéme classe constituée de 3-cycles :

{(1,3,2),(1,2,4), (1,4,3), (2,3, 4)}.

Commentaires personnels. C’est un développement trés (trop ?) classique.
Mais il n’est pas nécessaire d’étre original pour étre admis au concours, donc ce
n’est pas un inconvénient majeur. C’est un développement technique, que j’ai
di beaucoup travailler pour bien le maitriser. Malgré cela, je pense que c¢’était
un investissement rentable puisqu’il se recase dans de nombreuses legons.



[IP]

Surjectivité de I’exponentielle matricielle

Théoréme 1. Pour tout A € GL,(C), il existe B € C[A4] tel que A = exp(B).
En particulier, I’application,

M,(C)
A —

— GL,(C)
exp(4)

exp

est surjective.
Preuve. Soit A € M,,(C). On procéde en plusieurs étapes.

Etape n°1. Montrons que, pour tout M € M,(C), exp(M) € C[M]. Soit

M € M, (C). Par définition de I'exponentielle matricielle, on a,

+oo n n k
M . M
exp(M) =3 —r= lm > -
n=0 k=0
€ C[M]

Or, C[M] est une partie fermée de M, (C) en tant que sous-espace vectoriel de
dimension finie de M,,(C) (car M, (C) est lui-méme de dimension finie, égale &
n?). Donc exp(M) € C[M] en tant que limite d’une suite d’éléments de C[M].

Remarque. Puisque M, (C) est de dimeunsion finie, toutes les normes sur M, (C)
sont équivalentes, et la convergence ci-dessus est donc valable pour toute norme
sur M, (C).

Etape n°2. Notons C[A]* le groupe des inversibles de I'anneau (C[A], +, x).
Montrons que C[A]* = C[A]NGL,(C). L’inclusion C[A]* C C[A]NGL,(C) est
immédiate. Réciproquement, considérons M € C[A] N GL,(C). Notons my le
polynéme minimal de M sur C, et notons ag, . .., a, ses coefficients. Alors,

au(M)=M" +a,_ M" " +--- +a1M + agl,, = 0.

Or, ag # 0 car M € GL,(C). Par suite,

M (M"‘l + (—a"1> M2 4t (—al)> = I.
ag ag

Yt (<) e

Qg

et donc,

M—l — M’n,—l 4 <_

44

ce qui prouve que M € C[M]*. D’ou, C[A]* = C[A]NGL,(C). Or, si M et N
sont deux matrices qui commutent alors exp(M + N) = exp(M)exp(N). En
particulier,

V(M,N) € C[4], exp(M + N) = exp(M) exp(N)
(car M et N commutent en tant que polyndme en A). Par suite, 'application,

(ClAL+) — (ClA], %)
M —  exp(M)

est un morphisme de groupes (exp(M) est inversible d’inverse exp(—M)).

Etape n°3. Montrons que C[A]* est connexe. Pour cela, montrons qu'il
est connexe par arcs. Soient M, N € C[A]*. La fonction,

CcC — C
z +— det((1—2)M + zN)

étant polynomiale, elle admet donc un nombre fini de zéros, notés z1, ..., zm.
De plus, ces derniers sont distincts de 0 et de 1 car det(M) # 0 et det(N) # 0.
Puisque C\ {z1,...,2mn} est connexe par arcs, il existe donc une application
continue 7 : [0,1] = C\ {z1,...,2m} tels que v(0) = 0 et (1) = 1. Montrons
que 'application,

f 0,1 —
t —

C[A]*
(1 —~(t)M +~()N

est une application continue telle que f(0) = M et f(1) = N. Soit ¢ € [0, 1].
Alors, det(f(t)) # 0 car v(t) ¢ {z1,...,2m}, et donc f(t) € GL,(C). D'on,
ft) € CIA]NGL,(C) = C[A]*. La fonction f est donc bien définie. De plus,
f est continue en tant que composée d’applications continues, et vérifie bien
£(0) = f(1). Ainsi, C[A]* est connexe par arcs, donc connexe.

Etape n°4. Montrons que exp(C[A]) est une partie ouverte de C[A]*. Pour
cela, nous allons appliquer le théoréme d’inversion locale & I'application,

ClA] — C[A4]
M +— exp(M)

En effet, cette application est différentiable (et méme de classe C*°) et sa dif-
férentielle au point 0, (¢ (la matrice nulle) est Idcpa), qui est bien inversible.
D’aprés le théoréme d’inversion locale il existe donc,

e U un ouvert de C[A] contenant 0,4, (c);



e V un ouvert de C[A] contenant exp(Op4, (c)) = In;

tels que Papplication U — V, B + exp(B) soit un C!-difféomorphisme. Soit
M € exp(C[A]). Montrons qu'il existe un ouvert de C[A] contenant M. Alors,
MYV est un ouvert de C[A] contenant M. En effet, M € MV car I,, € V et
MYV est un ouvert de C[A] en tant qu’image de V' (qui est un ouvert de C[A])
par I’application,
ClA] — C[A]
B +— MB
qui est un homéomorphisme, car M € GL,(C). Ainsi, MV est un ouvert de
C[A4] contenant M. Ceci valant pour tout M € exp(C[A]), on en déduit que

exp(C[A]) est ouvert dans C[A]. Or, exp(C[A]) C C*[4]. Donc exp(C[A]) est
un ouvert de C*[A].

Etape n°5. Montrons que exp(C[A]) est une partie fermée de C[A]*. Tout
d’abord, montrons que,

ClA]" \ exp(C[A]) = U

MeC[A]*\exp(C[A])

M exp(C[A]).

Si M € C[A]*\exp(C[A]) alors M € M exp(C[A]) car I,, = exp(0) € exp(C[A]),
d’ott l'inclusion C. Réciproquement, considérons M € C[A]* \ exp(C[A]) et
N € M exp(C[A4]). Alors, N ¢ exp(C[A]) car sinon on aurait M € exp(C[A])
(car exp(C[A]) est un sous-groupe de C[A]*). D’ou l'inclusion D, puis I’égalité.
Or, pour tout M € C[A]* \ exp(C[A]), M exp(C[A]) est une partie ouverte de
C*[4], en tant qu’image de exp(C[A]) par 'homéomorphisme B — M B. Par
suite, C[A]* \ exp(C[A]) est un ouvert de C*[A] en tant que réunion d’ouverts
de C*[A], et donc exp(C[A]) est fermé dans C[A]*.

Etape n°6. Finalement, exp(C[A]) est une partie ouverte et fermée de C[A]*.
Par connexité de C[A]*, on en déduit que exp(C[A]) = C[A]*. En particulier,
si A € GL,(C), il existe B € C[A] tel que A = exp(B) et donc 'application,

M,(C) — GL,(C)
A —  exp(A)

exp

est surjective. O
Remarque. En revanche, elle n’est pas injective puisque,
exp(Diag(2ir, ..., 2ir)) = Diag(e*™,...,e*™) = I, = exp(Op, (c))-
Compléments conseillés.
- Connexité du plan complexe privé d’un nombre fini de points;

- Etude de I'exponentielle sur M, (R).
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- Différentielle de I’exponentielle matricielle.

Commentaires personnels. Développement technique, mais qui se présente
dans de nombreuses lecons. On y exploite des résultats d’analyse pour démon-
trer une propriété algébrique, ce qui sera apprécié par le jury, et permettra de
le présenter en algebre comme en analyse.



[JR]

Théoréme de Burnside

Lemme 1. Une matrice N € M, (C) est nilpotente si et seulement si, pour
tout k € N*, Tr(N*) = 0.

Preuve. Rappelons que N est nilpotente si et seulement si sa seule valeur
propre est 0. En effet, si N est nilpotente d’indice p € N*, alors son polynéme
minimal est X? et donc 0 est sa seule valeur propre. Réciproquement, si 0 est
la seule valeur propre de N alors son polynéme minimal est de la forme X*
pour k € N*, et donc N est nilpotente.

Supposons que N soit nilpotente. Alors, pour tout k € N*, N* est nilpotente,
et donc 0 est sa seule valeur propre complexe, ce qui implique Tr(N k) =0,
car la trace d’une matrice & coefficients complexes est égale a la somme de ses
valeurs propres (complexes) comptées avec multiplicité.

Réciproquement, on suppose que, pour tout k& € N*, Tr(N*) = 0. Raisonnons
par I’absurde en supposant que IV ne soit pas nilpotente. Puisque x n est scindé
(d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss), il existe p € N*, \q,...,\, € C*
deux & deux distincts et o, ..., a, € N* tels que,

XN = (X =A™ (X = )y X (enttan)
Or, N est trigonalisable, car y n est scindé. Il existe donc P € GL,,(C) tel que,
N=prpP!
avec T une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont
les \;, répétés «; fois, puis 0 répétés n — (a1 + - - - + o) fois. En particulier,

pour tout k € N, T* est donc une matrice triangulaire supérieure de coefficients
diagonaux \F, répétés o fois, puis 0 répétés n — (a1 + -+ + «y,) fois, d’ot,

P
0=Tr(N*) = Tr(T%) = > " a;\F
j=1

car la trace est invariante par similitude. Par conséquent, o, ..
le systéme suivant :

., oy vérifient

Moo A oy
: oo =0
Noae) \a,
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Or, par multilinéarité du déterminant, on peut faire apparaitre une matrice de
Vandermonde (ou sa transposée, selon la convention choisie),

Ao A , 1 1 .
co =10 e =TI T e 20
)\119 )\g j=1 /\11?—1 /\g—l j=1 1<i<k<p

car Ag,...,Ap sont deux & deux distincts. Le systéme précédent admet donc

pour unique solution le vecteur nul, ce qui contredit o, ..., a, € N*, O

Théoréme 2 (Théoréme de Burnside). Tout sous-groupe de GL,(C)
d’exposant fini est fini.

Preuve. Soit G un sous-groupe de GL,,(C) d’exposant fini m € N*. Notouns,
Tr(G) = {Tr(A4), A€ G}.

Etape n°1. Montrons que tous les éléments de G sont diagonalisables et que

I’ensemble Tr(G) est fini. Puisque G est d’exposant m, on a, pour tout A € G,

A™ = 1,, et donc A est diagonalisable et ses valeurs propres appartiennent a
m

Up, car X™ — I, = H(X — e%) est un polynéme annulateur de A scindé
k=1

a racines simples. En particulier, Pensemble Tr(G) est fini. En effet, la trace

d’une matrice & coefficients complexes étant égale & la somme de ses valeurs

propres (complexes) comptées avec multiplicité, et les valeurs propres de tout

élément de G étant des racines m-iémes de 'unité, il vient,

(@) C {ZAk, M, .. n € Um}
k=1
et donc Tr(G) est fini.

Etape n°2. Notons F = Vect(G). D’aprés le théoréme de la base incompléte,
on peut extraire de G des matrices My, ..., M, € G telles que (M, ..., M,)
soit une base de F. On considére ensuite I’application,

p : G — cr
M — (Tx(MM),..., Te(MM,))

Tout d’abord, ¢(G) C Tr(G)P, et donc ¢(G) est fini d’aprés 1’étape précédente.
Montrons que ¢ est injective, ce qui suffira pour conclure, puisque I'image d’un
ensemble infini par une application injective ne saurait étre fini.

[JR]



Soient A, B € G telles que p(A) = ¢(B), c’est-a-dire que, pour tout k € [1, p],
TI‘(AMk) = TI‘(BMk)

Puisque (Mj, ..., M,) est une base de F, la linéarité de la trace entraine que,

(1)

Montrons ensuite que AB~! — I, est nilpotente. Pour cela, on utilise le lemme
précédent. Pour tout k € N*, en appliquant ’égalité a B~Y(AB Y e G,
il vient,

VM € G, Tr(AM) = Tr(BM).

Tr((AB™ Y1) = Tr(AB Y (AB™H)¥) = Tr(BB~1(AB~H)F)

puis Tr((AB~1)**1) = Tr((AB~1)*). Par récurrence immédiate, on en déduit
que, pour tout k € N*,

Tr((AB™Y)*) = Tr(AB~!) = Tv(BB™') = Tr(1,,) = n.

en appliquant de nouveau ’égalité a B~! € G. Fixons k € N*. Alors,

(s -1 =3 (M) coran oy

=0 M
Puis, par linéarité de la trace,
Tr(AB' = 1,)%) => ( > (=1 Tr((AB~1)7)
i=o N

Et donc, d’aprés ce qui précéde,

Tr(AB™' = I,)") =n)_ (k) (~1D)F 7 =n(1-1) =0.

=0 M

Le lemme précédent permet d’en déduire que AB~! — I, est nilpotente. Or,
AB™1—1I, € G est diagonalisable car tout élément de G 'est. Donc, AB~'—1I,,
est semblable & la matrice nulle, ce qui implique AB~! — I,, = 0, c’est-a-dire
A = B. Ainsi, ¢ est injective, et donc G est fini car ¢(G) est fini. O

Commentaires personnels. Pour étre tout a fait honnéte, je I’avais présenté
en oral blanc et j’avais complétement foiré la fin. Je ne le maitrisais pas encore
suffisamment bien, et j’avais écrit Tr((AB~1)7) = (Tr(AB~1))’, ce qui donnait
ensuite :

T(AB 1)) =Y (5) i

J=0
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m’empéchant donc de conclure. Or, I'égalité Tr((AB~1)7) = (Tr(AB™1))7 est
fausse a priori (la trace n’est pas multiplicative). Par exemple, si A= B =1,
alors Tr((AB~1)) = Tr(I,,) = n et (Tr(AB™1))/ = (Tr(1,))’ = n?. Malgré
cette mésaventure, j’apprécie ce développement, qui se comprend et se retient
facilement, et peut étre présenté dans plusieurs legons. Je le recommande.



[JR]

Théoréme de Cauchy

Définition 1. Soit p un nombre premier.
groupe si son ordre est une puissance de p.

Un groupe fini est appelé un p-

Proposition 2. Soit p un nombre premier. Soit G un p-groupe agissant sur
un ensemble X. Notons,

XC={reX, Vged, g-v=uz}.
Alors,
| XC] = 1X] [p].

Preuve. Soit z1,...,x, € E tels que G- z1,...,G - x, soient les orbites deux a
deux distinctes pour I'action de G sur X. D’aprés la formule des classes,

T

X] = 3IG: Gal.

i=1

En isolant les orbites de cardinal supérieur ou égal a 1, on obtient donc,

x| =X =] x|
X[ =14+ > |G-m=|XC+ D |G-l
=1 =1 =1

Or, d’aprés le théoréme de Lagrange, pour tout ¢ € [1,r], |G - ;| divise |G|
(car G - x; est un sous-groupe de G), et donc p divise |G - x;| (car |G| est une
puissance de p et |G - ;| # 1). Donc,

| X =|X] [p].
O

Théoréme 3 (de Cauchy). Soit G un groupe fini de cardinal n € N*. Si p
est un diviseur premier de n, alors il existe un élément d’ordre p.

Preuve. Notons H le sous-groupe de &, engendré par le p-cycle (1,2,...,p).
Le groupe symétrique &, agit sur G” par permutation des composantes :
S, x G
(07 (glv s 7gp))

GP
(ga(l)a cee

—

— 790(1)))

En particulier, H agit également sur GP. Notons,

E={(g1,.-,99) €G”, g1...gp = 1}.
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Remarquons que s’il existe un élément g € G d’ordre p, alors (g, ...
(d’otr I'intérét d’étudier cet ensemble). Pour tout (g¢1,...,9,) € G,

,9) €EE

91--~gp—19p=1:>9;1 =01---Yp—1 = Gpg1---Gp—1 =1

c’est-a-dire que si (¢1,...,9p) € E alors (1,...,p) - (g1,...,9p) € E, et donc
I’ensemble FE est stable sous action de H. D’autre part, en remarquant que
I’application,

Gr—1 — E
(9151 9p-1) = (915 9p—1,(g1 -+ Gp—1)"")
est bijective, on obtient que |E| = nP~!. En particulier, p divise |E|. Or,

d’aprés la proposition précédente,
EC = |E]| [p]

donc p divise également E¢. Or, E® est non vide (car (e,...,e) € EY). Donc
E€ posséde au moins p éléments. Soit (g1,...,9,) € EY\ {(e,...,e)}. Alors,

(!]1; DR 7gp—1agp) = (1a By 2 1,p) : (gl> e agp—lagp) = (927 e 7gpagl)
ce qui implique,
g1 = g2,
9p—1 = Gp,
9p = 01,

et donc g1 = --- = gp. Ainsi, g1 est un élément de G \ {e} tel que g} = e, ce
qui prouve que g; est d’ordre p (car p est premier). Finalement, on en conclut
que G admet un élément d’ordre p. O

Application 4 (Classification des groupes d’ordre 6). Soit G un groupe
fini d’ordre 6. Alors, G est isomorphe & Z/6Z ou a Gs.

Preuve. Si G admet un élément d’ordre 6, alors G est cyclique d’ordre 6, donc
isomorphe & Z/6Z. Sinon, on considére a € G d’ordre 2 et b € G d’ordre 3 (qui
existent d’aprés le théoréme de Cauchy). Montrons que G posséde exactement
trois éléments d’ordre 2 et deux éléments d’ordre 3.

e Tout d’abord, b et b=* sont d’ordre 3 et b # b~! (car sinon on aurait b* = e).
Donc G posséde au moins deux éléments d’ordre 3.



e Ensuite, le lemmeassure que bab~! et b~tab sont d’ordre 2. Or, ab # ba car
sinon ab serait d’ordre 6 (d’apreés le lemme . Donc bab™! # a et b~ 'ab # a.
De plus, bab™' # b~'ab car sinon on aurait b%a = ab?, et donc,

ab = ab* = ab®b® = v2ab® = b*b%a = b*a = ba

ce qui contredirait ab # ba. Il y a donc au moins trois éléments d’ordre 2.
Ainsi, dans G il y a :

- un élément d’ordre 1 (I’élément neutre e);

- trois éléments d’ordre 2 (qui sont a, bab—! et b~ lab);

- deux éléments d’ordre 3 (qui sont b et b=1).

De ces informations, nous allons déduire la table de Cayley de G (sa table de

multiplication). Ceci nous permettra de déterminer G & isomorphisme prés.
e D’aprés le lemme |1} aba est d’ordre 3 (car c’est le conjugué de b par a, a~*
étant égal & a). De plus, aba # b (sinon on aurait ab = ba en multipliant par
a & droite, ce qui n’est pas le cas). Donc, aba = b~!. Cette égalité va nous
permettre de calculer ab et ba.

e Montrons que ab = bab~!. Tout d’abord, puisque aba = b~ !, il vient,

(ab)? = (aba)b =b"'b=e

De plus ab # e (car sinon on aurait a = b~!, ce qui est impossible étant donné
que a et b~! sont d’ordre différent). Donc ab est d’ordre 2. Or, ab # b~1ab car
b~! £ e. De méme, ab # a car b # e. Ainsi, ab est un élément de G d’ordre
2, distinct de a et b~tab, ce qui implique ab = bab~! (car c’est le seul élément
d’ordre 2 restant).

o De facon analogue, on obtient ba = b~ 'ab.

o Des égalités aba = b~ !, ab = bab~! et ba = b~ 'ab, on en déduit que,
bab~la = aba = b1,

b~ taba = ba® = b,

b~ la = aba® = ab = bab~ !,

abab™! = a?b =0,

b~ labbab~! = ba?b = b> = b1,
bbab~t = bb~tabb~ ! =a
b~ bab™! = ab~! = a%ba = ba = b~ ab,

ab~tab = aba = b1,
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bab=1b~tab = babab = bb=1b = b,
bb~tab = ab = bab~?,

b~ 1b~lab =b"tbha = a,

bab='b = ba = b~ lab,

b~ labb = b~ 'bab~'b = a,

ab™! = bab! = b%ab = b~ tab,
bab=1b~! = bb~tabb~! =a

b~ labb™! = b~ la = bab~!.

Finalement, on obtient que la table de Cayley de G est la table suivante :

e a bab=1 | b~ lab b p—!
e e bab—1 | b= lab b b1
a a e b b=' | bab~! | b~ lab
bab=! | bab=1 | b7t e b b—lab a
b= lab | b~ lab b b1 e a bab~ !
b b b~ tab a bab=1 | bt e
p—! b=' | bab~! | b~ lab a e b

Il s’agit de la méme table de Cayley que celle de G35, donnée ci-dessous :

° Id 1,2) | 23) | 1,3) [(1,23)](1,3,2)

Id Id 1,2) | 23 | 1,3 | (1,2,3)](1,3,2)
1,2) | (1,2 Id | (1,2,3) (1,32 | (2,3) | (1,3)
2,3) | (2,3) [(1,3,2)| Id |(@,23) | (1,3 | (1,2
(L,3) | (1,3) 1(1,2,3) ] (1,3,2) Id (1,2) | (2,3)
@023 W23 L3 | L2 | 3 |32 | Id
(1,3,2) | (1,3,2) | (2,3) | (1,3) | (1,2) Id | (1,2,3)

Par conséquent, G et &3 sont isomorphes. Un exemple d’isomorphisme de G
vers Gz est le morphisme de groupes ¢ : G — &3 défini par,

p(e) = Id,
) = (1.2

Complément conseillé.

- Ordre d’un élément dans un groupe : lemme



Commentaires personnels. Pour étre tout a fait honnéte, je n’avais pas eu
le temps de bien préparer ce développement, car je ’avais choisi tardivement,
sous les recommandations d’un ami (coucou Max). La preuve du théoréme de
Cauchy étant assez courte, j’ai choisi de rajouter la classification des groupes
d’ordre 6. Lors de ’exposé, n’écrivez pas tous les calculs ainsi que la table de
multiplication de G. Montrez seulement les égalités aba = b=1, ab = bab™! et
ba = b~ lab, puis expliquez que ces derniéres permettent d’obtenir la table de
multiplication de G, puis de conclure que GG est isomorphe & S3. Je pense que
c’est un bon choix de développement.
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[JR]

Théoréme de d’Alembert-Gauss

Théoréme 1 (d’Alembert-Gauss). Le corps C est algébriquement clos.

Preuve. Soit P € C[X] de degré n > 1. Notons ay, ...,
procéde en plusieurs étapes.

a,, ses coefficients. On

Etape n°1. Montrons que lim |P(z)| = +oc. Pour tout z € C*,
|z| =400
n
PG| = [ S agat ]
k=0
Or,
n n—1
k—n k—n
aiz =1+ aiz — 1.
2 2 it
car, pour tout k € [0,n — 1], lim azz""™ = 0. Donc,
|z| =400
|P(z)] — +oo.
|z] =400

Etape n°2. Montrons qu’il existe zg € C tel que |P(z9)| = mi({:1|P(z)|. D’apres
z€E
I’étape précédente, il existe R > 0 tel que, pour tout z € C,
|z| > R = |P(2)| > |P(0)].
D’autre part, puisque la fonction z — P(z) est continue sur D(0, R) qui est

compact, il existe zp € D(0, R) tel que |P(z)| = min |P(z)|. Par suite,
z€D(0,R)

[P(z0)| = minl P(:)].

En effet, pour tout z € C,
e si z € D(0, R) alors |P(2)| > |P(z0)],
e sinon |P(z)| > |P(0)| > |P(20)|,

et done |P(z)| > |P(20)| dans tous les cas.

Etape n°3. Montrons finalement que z; est une racine de P. Pour cela, on
raisonne par absurde en supposant que P(zp) # 0. Notre stratégie consiste a
réaliser une étude asymptotique de P afin de trouver un nombre complexe z
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"proche" de zg tel que |P(z)| < |P(z9)|. Tout d’abord, d’aprés la formule de
Taylor (pour les polynomes),

P(z+ z) = T
k=0
Pour tout k € [0, n], notons,
P¥)(z)
by = ———.
k!

Puisque P(zg) # 0, on a by # 0, ce qui permet d’écrire, pour tout z € C,

<1+Zb’“ ’“)

On cherche donc z € C de telle sorte que,

P(z+ 2)

n

1—&—2%2]“

k=1

< 1.

Lorsque z est proche de 0, le terme prépondérant dans le module ci-dessus est
le terme de degré le plus petit. C’est pourquoi on note p le plus petit entier
de [1,n] tel que b, soit non nul. Avec ces notations, il vient, pour tout z € C,

1+Z b ’“_1+Zb’“ k_1+ PZ Ok k= _

ot 'on a noté,

2 22(1 4+ e(2)

0 sip=n,
e(z) = = b, k=D
b

k=p

sinon.

. . . b
Soit w une racine p-iéme de —b—p. Alors, pour tout z € C,
0

P(z+ 2z9) = bo[1 — (wz)P(1 + &(2))].

avec lir% ¢(z) = 0. Et donc, pour tout ¢ € R,
z2—

(o t)-upoe o))



Puisque HH(I) e(z) = 0, il existe o €]0, 1] tel que,
z—

()

Par inégalité triangulaire, il s’en suit que, pour tout ¢ €]0, a],

(D) wporet

(on peut enlever les valeurs absolues car ¢ € [0, 1]). D’ou, pour tout ¢ €]0, o,

vt €]0, al,

t
P (a0t £)| < ool [ 1= i

t 1
’P(ZO + w)‘ S |b0| |:1 — 2!fp:| < |b0| = |P(ZQ)|
ce qui contredit |P(zp)| = mi(r:1|P(z)|. Ainsi, P(z) = 0. O
z€

Remarque. En réalité, nous avons démontré que si P(zg) # 0, alors on peut
trouver z aussi proche que 'on veut de 2y tel que |P(2)| < |P(20)]-

Commentaires personnels. Développement un peu technique, mais qui se
comprend facilement. On exploite des résultats d’analyse pour démontrer une
propriété algébrique, ce qui sera apprécié par le jury. De plus, le théoréme de
d’Alembert-Gauss figure sur le programme du concours.
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[FG|

Théoréme de Dirichlet

Lemme 1. Soient n € N* et p un nombre premier. Supposons qu’il existe
a € 7 tel que :

(i) p divise @, (a);
(ii) pour tout d € N* tel que d | n et d # n, p ne divise pas ®4(a).
Alors, p =1 [n].

Preuve. D’apres le lemme [6]
X" 1= H D,.
d|n

En particulier,

a" —1=[]®ala).
d|n

Or, ®,(a) € pZ par hypothése. Donc a™ — 1 € pZ, c’est-a-dire [a]; = 1 dans
Z/pZ. Par conséquent, Pordre de [a], dans (Z/pZ)* divise n. Montrons que ce

dernier est méme égal a n. Soit [ un diviseur strict de n. D’aprés 1'égalité ,

o' = 1), =[] ®ala)| = ]]1®ala)],

d|l d|l
P

dans Z/pZ. Or, tout diviseur d de [ est un diviseur strict de n, et donc, par
hypothese, [®4(a)], # [0], dans Z/pZ. Par intégrité de Z/pZ, il s’en suit que,

[T®a(@), # 0],

d|l

et donc que [a!], # [1],. Ainsi, [a], est d’ordre n dans le groupe multiplicatif
(Z/pZ)*. D’aprés le théoréme de Lagrange, il s’en suit que n divise p — 1,
c’est-a-dire que p =1 [n]. O

Théoréme 2 (Théoréme de Dirichlet). Soit n € N*. Alors, il existe une
infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo n.

Preuve. On raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe un nombre fini
de nombres premiers pi, ..., P, congrus & 1 modulo n. Nous allons montrer
qu’il existe en fait un autre nombre premier p congru & 1 modulo n. Le lemme
précédent fournit une condition suffisante pour que p soit congru & 1 modulo
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n, mais ne garantit pas que p soit distinct de pq,...
pose,
N=np1...Pm.

Alors, pour tout ¢ € {1,...,m}, p; n’est pas congru & 1 modulo N. En effet,
sinon on aurait N qui diviserait p; — 1, puis p; qui diviserait p; — 1 car p; divise
N, et donc p; diviserait p; — (p; — 1) = 1, ce qui contredirait le fait que p; soit
premier. Par conséquent, si p est un nombre premier congru & 1 modulo NV,
alors p est un nombre premier congru & 1 modulo n distinct de p1,...,pm, et
donc p convient & notre probléme. Posons ensuite,

P= H(I)d.

d|N

d#N
Nous allons donc montrer qu’il existe un nombre premier p et un entier relatif
a tels que p divise ® (a) mais ne divise pas P(a), ce qui suffira pour conclure
que p est congru & 1 modulo N d’aprés le lemme précédent. D’aprés le lemme
[6l ®n et P sont premiers entre eux. Par conséquent, le théoréme de Bézout
assure existence de U,V € Q[X] tels que,

dnU + PV = 1. (2)

Puisque I'ensemble des entiers relatifs k tels que kU € Z[X] et kV € Z[X] est
infini (car il contient tous les multiples du PPCM des dénominateurs des coef-
ficients de U et V') et que le polynéme @ est non constant, on peut considérer
un entier relatif a tel que aU € Z[X], aV € Z[X], Pn(a) # 0 et Py (a) # 1.
Les deux derniers points sont cruciaux si I’on espére trouver un nombre premier
p divisant @ y(a). Posons ensuite,
S=aU €Z[X], T=aV €Z[X].

De plus, d’aprés le lemme @ Oy € Z[X] et P € Z[X]. En multipliant ’égalité
par a, il vient donc ® .S + PT = a dans Z[X]. En particulier,

dy(a)S(a)+ P(a)T(a) =a (3)
dans Z. D’autre part, d’aprés le lemme [G]

a¥ —1=>®y(a)P(a)

dans Z. Soit p un nombre premier divisant ®x(a). Alors, d’aprés 'égalité
ci-dessus, p divise a®¥ — 1. Par suite, p ne divise pas a, car sinon p diviserait

,Pm. C’est pourquoi on |[[FG]



a®, et donc p diviserait a” — (a — 1) = 1, ce qui contredirait le fait que p
soit premier. Finalement, on en déduit que p ne divise pas P(a), car sinon p
diviserait a en conséquence de 1’égalité . Ainsi, p est un nombre premier

divisant @ (a) mais ne divisant pas P(a), ce qui achéve la preuve. O

Remarque. Autre référence, JR, chapitre 12 théoréme 12.38.

Compléments conseillés.

- Racines primitives de I'unité et polynémes cyclotomiques : sous-section
0. 22)

- Connaitre les preuves des cas particuliers [JR] exercice 11.3.

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement, ce qui en fait un choix stratégique méme s’il
rentre dans peu de legons.
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[JR]

Théoréme de Kronecker

Théoréme 1 (Théoréme de Kronecker). Soit P € Z[X] unitaire. Si les
racines complexes de P sont non nulles et de module inférieur ou égal & 1, alors
ce sont des racines de 'unité.

Preuve. Pour tout n € N*, on note FE,, '’ensemble des polynémes unitaires de
degré n a coefficients dans Z dont toutes les racines complexes sont non nulles
et de module inférieur ou égal a 1, puis R,, '’ensemble des racines complexes
des polynomes appartenant a F,. Soit n € N*,

Etape n°1. Montrons que R,, est fini. Soit P € E,. Notons aq, ...,
ses coefficients et aq, ..., a, ses racines complexes. On a donc,

Zaka ﬁ X*Ozk)
k=1

avec a,, = 1 car P est unitaire. D’aprés les relations entre coeflicients et racines,
pour tout k € [0,n — 1],

an € 7

) = (1)

>

1<iy <+ <ip_p<n

ap = (—1)160”,]6’”(&1,.. 0(74-1

En particulier, par inégalité triangulaire, pour tout k € [0,n — 1],

n
S daledad = (")

1<i1 < <ip—p<n
car, pour tout j € [1,n], ;| < 1. Sachant que ay,...,a, sont entiers, il y a
donc un nombre fini de possibilités pour chaque coefficient ay, et donc pour
P. Ainsi, F, est fini. Sachant que tout polyndéme de degré n admet au plus n
racines distinctes, on en déduit que card(R,) < ncard(E,), et donc R,, est fini.

lag| <

Etape n°2. Soit o € R, c’est-a-dire qu’il existe P € E,, tel que P(a) = 0.
Montrons que o> € R,,. Notons ensuite ag, ..., a, € Z les coefficients de P et
Qa,...,0, ses racines complexes restantes. Notons a; = « et,

(X - Oéi),

=

Q=

k=1

puis montrons que @ € F,. Tout d’abord, @) est unitaire, et ses racines com-
plexes sont non nulles et de module inférieur ou égal a 1. Il reste & montrer
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que ses coefficients sont entiers. Pour cela, on remarque que,

-1 ﬁ(X + ag).
k=1

P(-X) =
Par suite,

=[x = Q(X?),

k=1

n
(-1)"P(—X H (X 4+ ap)(X — o) —a})

et donc Q(X?) € Z[X]. Par ailleurs, en notant by, ..., b, les coefficients de @Q,

on obtient que,
-y = Y

Sachant que Q(X?) € Z[X], il vient alors by, ...,b, € Z, puis Q € Z[X], et
donc o € R,,. Par récurrence immeédiate, il s’en suit que,

{an, ke N} CR,.

Etape n°3. Montrons finalement que « est une racine de unité. Puisque R,
est fini, I'inclusion précédente fournit que ’ensemble,

{an, ke N}

est fini, ce qui assure 'existence de k,l € N tels que | # k et a2 =a? . Or,
a # 0 car P(0) # 0. D'ott, a2 =21 = 1 avec 2! — 2¥| € N*, ce qui prouve que
« est une racine de 'unité. Ainsi, tout élément de R,, est une racine de 'unité,
ce qui achéve la preuve. O

Corollaire 2. Soit P € Z[X] unitaire et irréductible sur Q. Si les racines
complexes de P sont de module inférieur ou égal a 1, alors P = X ou P = &y,
pour k € N*.

Preuve. Soit a une racine complexe de P. Si 0 est racine de P, alors X divise
P, et donc P = X car P est unitaire et irréductible sur Q. Sinon, le théoréme
précédent assure que « est une racine de I'unité. Donc, en notant k 'ordre de
« dans le groupe multiplicatif U, il s’en suit que « est racine de ®;. Or, P
est le polynéme minimal de « sur Q, car P est un polynéme annulateur de «,
unitaire, et irréductible sur Q. Donc ®;, divise P, ce qui implique P = &, car
ces deux polyndmes sont unitaires et irréductibles sur Q. O



Remarque. Le théoréme est faux si P n’est pas unitaire. Par exemple, 2X — 1
est & coeflicients entiers, et son unique racine est % qui est bien non nulle et de
module inférieur ou égal a 1, mais ce n’est pas une racine de 'unité. De méme,
le théoréme est faux si P n’est pas a coefficients entiers. Par exemple, X — %

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement, ce qui en fait un choix stratégique méme s’il
rentre dans peu de legons.
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Théoréme des deux

carrés de Fermat

Théoréme 1 (Théoréme de Wilson). Soit p > 2 un entier naturel. Alors,
p est premier si et seulement si (p — 1)! = —1[p)].

Preuve. Supposons que p soit premier. Remarquons tout d’abord que [(p—1)!],
est le produit des éléments de (Z/pZ)*. En particulier, pour tout élément a de
(Z/pZ)*, a et a~* sont tout deux présents dans ce produit. Ainsi, si a # a1,
ces deux termes se simplifieront dans ce produit. Il reste ensuite & voir & quelle
condition a # a~! (et c’est 1a qu’intervient ’hypothése que p est premier). En
effet, a = a~ ' si et seulement si a®> = 1 et donc si et seulement si a = +1
car Z/pZ est intégre. Par suite, —1 et 1 sont les seuls éléments de (Z/pZ)*
égaux a leur inverse. Sip=2,ona (p—1)!=1=-1[2]etsip=3ona
(p—1)!'=2= -1 [3]. Sinon, il existe ay,...,ar € (Z/pZ)* (avec k = %3) tels

-1

que —1,1,2q,..., 2, xl_l, ...,x}  soient les éléments deux & deux distincts de

(Z/pZ)*. En particulier,

k
== [ o=-]lmei"=-1
z€(Z/pZ)* =1
c’est-a~dire (p — 1)! = —1[p]. Dans tous les cas, le résultat est donc verifié.
Réciproquement, supposons que (p—1)! = —1[p]. On raisonne par I’absurde en

supposant qu’il existe un diviseur a de p tel que 1 < a < p. Alors, a | (p — 1)},
car a apparait dans le produit,

(p—1)=1x2x---%x(p—2)x (p—1).

De plus, a divise p qui divise (p—1)!+1 par hypothése, d’ot a divise (p—1)!+1
par transitivité. Par suite, a divise 1 = (p—1)!+1—(p—1)! ce qui est absurde.
Ainsi, p est bien un nombre premier. O

Théoréme 2. L’anneau Z[i] est euclidien.
Preuve. Montrons que Z[i] est euclidien pour le stathme,

N Z[i] — N
a=m+ni — |m+ni

Soient v € Z[i] et B € Z[i] \ {0}. On cherche donc v, p € Z][i] tels que,

{ Oé:ﬂ’)/"'p,
N(p) <N(v).
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Pour cela, il suffit de construire v € Z[i] tel que,

N(g—7> < 1.

En effet, le nombre complexe p = o« — S € Z[i] vérifiera alors,

NG = NN (G ) < N(3)

et donc 7y et p conviendront & notre probléme. On souhaite donc construire un
entier de Gauss 7 qui soit & une distance du complexe % strictement inférieure
a 1. Un tel entier de Gauss existe toujours mais il n’est pas unique comme le
montre la figure [7] (sur celle-ci, 71,72, 73 €t 74 conviennent). Pour le prouver,

on note,
« @
=Rl = , =3 =] eR.
(ﬁ) i <ﬂ>
Soit v =m +in € Z[i].

o
N(§ 1) =@+ -
Pour que cette quantité soit strictement inférieure a 1, il suffit que,

1
O<for—m|<5, 0<|y—mn|<

DN =

Et pour que ces inégalités soient vérifiées, on prend,
_{ L=
"o { 2] +1
Ly)
n =
{M+1
puis v = m + in (sur la figure |7} v correspond a 7). En effet, on a alors,

N(g’y) =@-m?+(y—-n)?< (;>2+<;>2;<1.

Finalement, en notant p = o — B~ € Z[i] il vient,

{ 05:5’Y+P7

siz < |z]+3
sinon.

et,
siy<|yl+3
sinon.

N(p) < N(7),

ce qui prouve finalement que Z[i] est euclidien pour le stathme N. O



Lemme 3. Soit o € Z[i]. Alors, « est inversible dans Z[i] si et seulement si
N(a) = 1. En particulier, Z[¢]* = {£1, £i}.

Preuve. Si « est inversible alors il existe 8 € Z[i] tel que a8 =1 et donc
= N(ap)

dans N, et donc N(a) = 1. Réciproquement, si N(a) = 1 alors aa = N(a) =1
avec @ € Z[i] (car R(a) = N(«a) € Z et (@) = —(a) € Z), ce qui prouve que
a est inversible. Or, UN Z[i] = {£1, £i}. D'ou, Z[i]* = {£1, £i}. O

1= N(1) — N(@)N(8)

Théoréme 4. Soit p un nombre premier tel que p > 3. Alors, il existe z,y € N
tels que p = 2% + y? si et seulement si p =1 [4].

Preuve. Supposons que p soit congru & 1 modulo 4.

Etape n°1. Montrons tout d’abord que —1 est un carré modulo p. D’aprés le
théoréme de Wilson,

(p—1I=-11p.

Or, puisque p est impair,

II1#| (It~ IIx| (TIC-® ] I
k=1 k=1 k=1 k=1

et donc en notant N = (251)!, il vient (p — 1)! = (—1);%1N2 [p]. Et puisque

p = 1 [4], ceci permet de conclure que (p —1)! = N2 [p], et donc que —1 est un
carré modulo p. Autrement dit, p divise N2 + 1 = (N —)(N + i) dans Z[i].

Etape n°2. Montrons que p n’est pas irréductible dans Z[i]. Puisque Z[i] est
euclidien et que p divise (N — ¢)(N + i) dans Z[i], le lemme d’Euclide est vrai
(c’est le cas dans tout anneau factoriel). Si p était irréductible dans Z[i], le
lemme d’Euclide donnerait donc p divise N — 4 ou p divise N + ¢ dans Z[i], ce
qui est impossible.

Etape n°3. Concluons. Puisque,
-p#0,
- p & Z[i]",
- et que p n’est pas irréductible dans Z[i],

on en déduit que p est réductible dans Z[i], c’est-a-dire qu'il existe «, 8 € Z]i]
tout deux non inversibles tels que p = af. En particulier,

p* =N(p) = N(@)N(p)
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ce qui implique que N(«) divise p?, et donc N(a) € {1, p p?}. Or, N(a) # 1
et N(B) # 1 car «, 8 ¢ Z]i]*, ce qui entraine N(«a) ¢ {1,p?}. D’ott, N(a) = p.
Finalement, en notant z = |R(a)| € Net y = |S(e)| € N, il vient donc,

p= N(a)=2?+ 32
Réciproquement, supposons qu'’il existe z,y € N tels que p = z?+y?. Montrons
que x et y sont de parité différente.
e Siz=0[2] et y=0[2] alors p =0 [2], ce qui contredit p > 3.
e Siz=1[2]ety=1]2] alors p=2=0 [2], ce qui contredit p > 3.
Ainsi, z et y sont de parité différente. D’otl 'existence de k, ¢ € N tels que,

=2k + (2¢+ 1) =4(k* + ¢*) +4qg+1 =1 [4]

ce qui prouve finalement que p =1 [4]. O

Remarque. Dans la preuve ci-dessus, on a montré que si p = 1 [4] alors —1 est
un carré modulo p. Il s’agit en fait d’une équivalence : —1 est un carré modulo
p si et seulement si p =1 [4].

Figure.

Complément conseillé.

- Théoréme des deux carrés généralisé (pour un entier naturel quelconque).
On peut trouver une preuve dans [JR] Algebre.

Commentaires personnels. Je ne vais pas passer par quatre chemins : c’est
mon deuxiéme développement préféré. Il est technique, mais se comprend et se
retient bien. De plus, il posséde 'immense avantage de méler arithmétique, al-
gébre et géométrie, et vous offre 'opportunité de dessiner, ce qui sera apprécié
par le jury.



[JR]

[JR]

Théoréme des restes chinois

Soit A un anneau principal. Soient n > 2 et ay,...,a, des éléments non nuls
et non inversibles de A, supposés deux a deux premiers entre eux. Notons,

-a=ay...0an,
a n
- pour tout j € [1,n], b; = — = Hai,
Qa; .
=1
i)

pour tout k € [1,n], m; la surjection canonique de A sur A/(ay),

- 7 la surjection canonique de A sur A/(a).

Lemme 1. Sous ces hypothéses, by, ...,b, sont premiers entre eux dans leur
ensemble, c’est-a-dire que tout diviseur commun a by, ..., b, est inversible.

Preuve. On raisonne par contradiction en supposant qu’il existe un diviseur
non inversible d commun a bq,...,b,. Notons que d est non nul, car by est
non nul. Sachant que A est factoriel (car principal), d admet alors un diviseur
irréductible p, qui est donc un diviseur commun & by, ...,b,. En particulier, p
divise by, et le lemme d’Euclide assure alors 'existence de i € [2,n] tel que p
divise a;. Or, p divise aussi b; et donc le lemme d’Euclide assure l’existence de
J € [1,n] distinct de ¢ tel que p divise a;. Ainsi, p est un diviseur irréductible
commun a a; et a; (et i # j), ce qui contredit le fait que a; et a; soient premiers
entre eux. Ainsi, by,...,b, sont premiers entre eux dans leur ensemble. O

Théoréme 2 (des restes chinois). L’application,

><A/( n)
™ (7))

o : A/a)
()

— A/(al)x
— (m(2),.

est un isomorphisme d’anneaux
Preuve. On procéde en plusieurs étapes.
Etape n°1. Tout d’abord, I’application,

v A — Aflar) x--
T > (m1(z),..

XA/( n)
T (7))

est un morphisme d’anneaux, car les surjections canoniques 71, ..., T, sont
des morphismes d’anneaux (par définition des opérations sur le quotient).
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Etape n°2. Montrons que Ker(¢) = (a). Tout d’abord, (a) C Ker(y)
puisque tout multiple de a est un multiple de chaque a;. Réciproquement,
considérons = € Ker(p). Alors, pour tout k € [1,n], a; divise x. Autrement
dit, z est un multiple commun & ay, ..., a,. Par suite, ppcm(ay, ..., a,) divise
z. Or, ppem(ay,...,a,) = a, car ay,...,a, sont deux & deux premiers entre
eux. Donc a divise z, c’est-a-dire z € (a). D’ou, Ker(y) = (a).

Etape n°3. Montrons que ¢ est surjective. D’aprés le théoréme de Bézout, il

existe uq,...,u, € A tels que,
b1u1++bnun:1
car by,...,b, sont premiers entre eux dans leur ensemble (d’aprés le lemme

précédent). En particulier, pour tout i € [1,n], bju; = 1 [a;], c’est-a-dire,
m(bzul) =1
(car, pour tout j € [1,n] distinct de ¢, a; divise b;). Ainsi,

o 9 1 sii=j,
V(i,j) € [1,n]", mi(bju;) = { 0 sinon.

Soient y1,...,yn € A. Notons,

n
xr = Z bjijj.
j=1

Alors, pour tout ¢ € [1,n],
= Zm(bjuj)ﬂi(yj) = mi(y:)
j=1

(car m; est un morphisme d’anneaux). D’ou,

(@) = (m1(y1)s -+ ™n(Yn))

Finalement,
A/(Ch) X e

x Af(ap) =m(A) x - x T (A) = Im(p)

ce qui prouve que ¢ est surjective.

Etape n°4. D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, on en conclut
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que ® est un isomorphisme. De plus, on a méme démontré que sa bijection
réciproque est,

1 Af(ar) x - x Af(an) —> A/(a)
(m(z),..., () +— w ijujyj

Application 3. Le systéme d’équations diophantiennes,

k=2[4]
k=3[5]
k=119

admet pour ensemble de solutions 118 + 180Z.

Preuve. Tout d’abord, puisque pged(4,5,9) = 1, le théoréme des restes chinois
assure que ce systéme admet une unique solution modulo 4 x 5 x 9 = 180. De
plus, dans la preuve de ce théoréme, on a vu que cette solution s’obtenait en
déterminant une relation de Bézout entre les entiers suivants :

by =5x9=45, bp =4x9=236, bg =4 x5=20.

Pour cela, on cherche tout d’abord une relation de Bézout entre by et b3. En
effet, pged(ba, bs) = 4 et Palgorithme d’Euclide permet d’obtenir la relation de
Bézout suivante :

pged(be,b3) =4 =2 x 20 — 36 = 2b3 — bo.

Ici, on peut bien sir la trouver sans utiliser ’algorithme. Mais pour de grands
entiers, 'algorithme d’Euclide peut s’avérer utile pour trouver une relation de
Bézout entre by et b3 (on rappelle qu’il n’y a pas unicité lorsque les entiers ne
sont pas premiers entre eux). On cherche ensuite une relation de Bézout entre
pged(ba, bs) et by. On a,

1=45—-11x4=0b; — 11 x ngd(bQ,bg).
Finalement, les deux égalités précédentes fournissent,
1="by — 11(2b3 — by) = by + 11by — 22b3.

(par rapport aux notations de la preuve précédente, cela correspond a u; = 1,

ug = 11 et ug = —22). Ainsi, 'unique solution modulo 4 x 5 x 9 = 180 est,
Autrement dit, ’ensemble des solutions est 118 + 1807Z. O

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement, et peut étre présenté dans plusieurs lecons. De
plus, le théoréme des restes chinois figure sur le programme du concours.
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Théoréme spectral

Soient E un espace euclidien de dimension finie, B une base orthonormée de F
et f un endomorphisme symétrique de E. Notons A sa matrice dans la base
B et n = dim(E).

Lemme 1. L’endomorphisme f admet au moins une valeur propre réelle.

Preuve. Soit A une valeur propre complexe de A, c’est-a-dire qu’il existe une
matrice colonne X € M, 1(C) non nulle telle que AX = AX. Alors,

A=N'XX ="XAX) - 'OX)X ="XAX — 'X'AX =0

car A est symétrique a coefficients réels. Puisque X est non nul, ceci implique

A =), cest-a-dire A € R. Ainsi, A est une valeur propre réelle de A, donc une
valeur propre réelle de f (car A est racine réelle de x4 qui est égal & xy). O

Lemme 2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f. Alors, F+ est
stable par f.

Preuve. Soit x € F+. Soit y € F. Alors, f(y) € F car F est stable par f,
puis (f(z) | y) = (z | f(y)) = 0 (la premiére égalité provient du fait que f est
symétrique, et la seconde de x € F* et f(y) € F). D'ou, f(z) € F*. Ainsi,
F est stable par f. O

Théoréme 3 (Théoréme spectral). Il existe une base orthonormée de F
formée de vecteurs propres de f.

Preuve. Montrons par récurrence sur n € N* que, pour tout espace euclidien
FE de dimension n, et pour tout endomorphisme symétrique f de F, il existe
une base orthonormée formée de vecteurs propres de f.

Initialisation. Soit E un espace euclidien de dimension 1. Alors, tout endomor-
phisme f de F est une homothétie, et donc n’importe quelle base orthonormée
de FE est formée de vecteurs propres de f (car tout vecteur propre non nul est
vecteur propre de f).

Hérédité. Supposons ensuite le résultat établi pour un rang n € N* fixé.
Soient E un espace euclidien de dimension n + 1 et f un endomorphisme
symétrique de E. D’aprés le lemme [I| f admet au moins une valeur propre
réelle \. Soit e; un vecteur propre de f associé & A. Notons F' = Re;. Alors,
F est stable par f, et donc F' est stable par f en conséquence du lemme
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Notons ¢ ’'endomorphisme induit par f sur F+. Il s’agit d’un endomorphisme
symétrique de F-. De plus,

dim(F1) = dim(E) — dim(F) =n

Par hypothése de récurrence, il existe donc es, ..., e, 41 des vecteurs propres de
g (qui sont a fortiori des vecteurs propres de f) tels que (es, ..., e,11) soit une
base orthonormée de F*. Puisque F+ @ F = E, il s’en suit que (eq,...,¢e,41)
est une base orthonormée de F, formée de vecteurs propres de f, ce qui achéve
I’hérédité. O

Corollaire 4. Soit A € S, (R). 1l existe P € O,(R) et D € M, (R) diagonale
telles que A = PD!P.

Preuve. Considérons I’endomorphisme de M, 1(R) suivant,

f N Mn,l(R)
X —

— M’ml (R)
AX

11 s’agit de endomorphisme de M, 1(R) canoniquement associé a la matrice
A. On munit M, 1(R) de son produit scalaire canonique, c’est-a-dire,

VX,Y € M1 (R), (X |Y)="'XY.
Alors, f est un endomorphisme symétrique de (M, 1(R), (- | )). En effet,
VXY € Mpa(R), (f(X)]Y)="(AX)Y ="XAY = (X | f(Y))

car A € S,(R). D’apreés le théoréme spectral, il existe donc X;,..., X, des
vecteurs propres de f, respectivement associés & des valeurs propres Aq,..., A\,
de f, tels que B := (Xi,...,X,,) soit une base orthonormée de M, 1(R). En
notant P la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) vers la base
B (qui appartient & O, (R) car ces deux bases sont orthonormées), il vient,

A = PDiag(\q, ...

)Pt = PDiag(\1,..., \)'P.

O

Théoréme 5 (Orthogonalisation simultanée). Soient ¢; et g2 deux formes
quadratiques sur E. Supposons que ¢; soit définie positive. Alors, il existe une
base de E qui soit gi-orthonormée et go-orthogonale.



Preuve. Notons ¢ la forme polaire de ¢;. Alors, ;1 est un produit scalaire sur
E (car ¢ est définie positive) et donc (F, 1) est un espace euclidien. Soit B
une base orthonormée de (F, ¢1). Notons Sy la matrice de g2 dans cette base.
Puisque Sy € S, (R), le corollaire précédent assure U'existence de P € O, (R)
et D € M,(R) diagonale telles que,

Sy, = PD'P.

Autrement dit, D est la matrice de g2 dans une base B’ de E (B’ est la base
formée des vecteurs dont les coordonnées dans la base B sont les coefficients
des colonnes de P). Or, B étant une base orthonormée de (F, 1), il vient,

Matp (q1) = "PMatg(q)P = "PI,P = I,
Ainsi, B’ est une base de F qui est gi-orthonormée et go-orthogonale. O

Corollaire 6. Soient S; € ST (R) et Sy € S, (R). Il existe P € GL,(R) et
D € M, (R) diagonale telles que ‘PSP = I,, et {PSyP = D.

Preuve. Considérons les applications suivantes,

qr Mn71(R) — Mn,l(R)
X — XS X
et,
q2 : Mn,l(R) — Mn,l(R)
X — XS X

Alors, g1 et g2 sont des formes quadratiques sur M, ;1(R). De plus, en notant
C la base canonique de M, 1(R), il vient,

Matc(ql) = Sl, Matc(qg) = SQ.

Or, q; est définie positive, car S7 ’est. D’apreés le théoréme précédent, il existe
donc une base B de E qui soit gj-orthonormée et go-orthogonale, c’est-a-dire
qu’il existe D € M, (R) diagonale telle que,

Matg(q1) = I, Matg(g2) = D.

En notant P la matrice de passage de C vers B, les formules de changement de
base pour les formes quadratiques fournissent alors,

PSPt ='PMatc(q1)P = Matp(q1) = I,
tPSy Pt =P Matc(qo) P = Matg(ge) = D.
Ainsi, PSP =1, et *PS,P = D. 0

Remarque. La matrice P n’est pas nécessairement orthogonale (car C n’est pas
nécessairement ¢j-orthonormée).
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Commentaires personnels. Ce développement contient trop d’items. Cette
preuve du théoréme spectral étant trop courte, elle ne peut pas faire seule
'objet d’un développement. Il est inutile de démontrer le corollaire[d], la preuve
ne présente pas de difficulté particuliére. Pour étre tout a fait honnéte, je ne
'ai pas vraiment testé. Je pensais présenter les lemmes [I] et [2] les théorémes
et |bl et le corollaire @ A noter qu'il peut se présenter dans de nombreuses
lecons. De plus, le théoréme spectral figure sur le programme du concours.



Une suite de polygones

n—1 . N ,
[XG]| Lemme 1. Soient ay,...,a, € C. Notons L = > ap41 X" et, Puis, par hypothése de récurrence,
k=0

ay az ... ap €n—p+k—1 SINOI,
Ao fn=1 et donc fP*(er) = en(pr1)th-
e Cas n°2. Supposons k € [p+ 2,n]. Alors,
as as ... aq

fr ew) = fP(f(ex)) = fPen—1) = ex—p-1

Alors, = X — L()N)).
OIS, X A H ( ( )) et donc fp+1(ek) = €k—(p+1)-

AeU,

Preuve. Notons (ey,...,e,) la base canonique de R™. Nous allons exprimer A
comme un polyndéme en la matrice,

Par récurrence finie, il s’en suit que,

Vk € [[Lp]]7 fp(ek) = Cn—p+k;

Vpe[l,n—1], {

01 0 ... ... 0 Vk e p+1,n], fP(ex) = ek—p.
0 : D’ou,
B - . . o B »_ (0 Iy
J- - (1 5) e mm, wefon-t, = () ).
Do -0
00 -« —ov 0 1 Par suite, A = L(J). Calculons ensuite le polynéme caractéristique de J. Soit
1 0 v v o 0 A € C. Alors,
A -1 0 ... ... 0
Soit f I’endomorphisme de R™ canoniquement associé & la matrice J. Alors, A
f(el) = e, XJ()‘) N 0 . . . :
Vk e [2,n], f(ex) = ex—_1. R
o o --- 0 X -1
Montrons, par récurrence finie sur p € [1,n — 1] que, -1 0 A

Puis, en développant ce déterminant par rapport a la premiére colonne,

{ Vk e [1,p], fP(ex) = en—ptk,

Vk e p+1,n], fP(er) = er—p. A -1 0 - 0 -0 - - 0
L’initialisation a déja été prouvée. Supposons le résultat établi pour un rang 0 ’ ’ o A
p € [1,n — 2] (on suppose n > 3, sinon Dinitialisation suffit). Soit k € [1,n]. xs(A) = A o[+ =D
On distingue deux cas.
: A =1 : .. .0
e Cas n°1. Supposons k € [1,p+ 1]. Alors, 0 0 A 0 0o X -1

fP(en)
fP(er—1)

sik=1,

sinon.

P ) = FP(Flew) = {
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Et donc, x7(A) = A"+ (=1)"*F2(=1)""t = A" — 1. Ainsi, y;j = X" —1. En
particulier, J est diagonalisable sur C (car son polyndme caractéristique est




scindé a racines simples sur C) et ses valeurs propres sont les racines n-iémes
de l'unité. D’ott 'existence de P € GL,,(C) telle que A = PDP~ avec,

. 2im 2i(n—1)w
D= Dlag(l,e2n yee.,€n ) .
Par récurrence immédiate, il vient alors,
VkeN, J¥ = pPDFp~1.

Et donc,

A=L(J)=PL(D)P~! = PDiag(L(1),L<e2i”) L(eu)) Pl

En particulier,

va =TT (x=2(e*)) = TT (x - 20V)
k=0 AEU,

O

Proposition 2. Soit (P%¥)cy = ((zgk), ce z,(zk)))keN une suite d’éléments de

C™ vérifiant la relation de récurrence, pour tout k& € N,

ple+1) A" + 28 R U Y
5 e 5 , 5 .
Alors, (P*)) ey converge vers le n-uplet (g, ..., g), ol g désigne I'isobarycentre

des points z z,(LO) .

(0)
1 e

Preuve. On procéde en plusieurs étapes.

Etape n°1. Montrons que la suite (P(k))keN converge. Notons M = %J—&- %I.
Alors,

VE e N, Pe+D — prp®),
Par récurrence immédiate, on en déduit que,
vk e N, P®) = pFpO),

D’autre part, d’aprés le lemme précédent,

XM:H

AeU,

[X - %(1 4 )\)]
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et donc M est diagonalisable sur C (car son polynéme caractéristique est scindé
a racines simples sur C) avec Spc(M) = {3(1+ 1)), A € U, }. Dot I'existence
de Q € GL,(C) telle que M = QDQ~}, ot 'on a noté, pour tout [ € [2,n],

2ilw

1
)\l:§(1+€ n

) et D = Diag(1, A, ..., \n).
Par récurrence immédiate, il vient alors,

Vk e N, M* =QDFQ .
Or, pour tout z = € € U\ {1}, on a,

i & —i8 i &
ez (e t2 -|-67’2)’ =

car 0 # 0 [27] (voir figure [9). Et donc,
D" = Diag(1,\,...,\¥) — Diag(1,0,...,0)

k—+oco

- 0
e'z

|1+ew| =

car, pour tout I € [2,n], |\;| < 1. Par continuité du produit matriciel, il s’en
suit que,
P®) = QDFQ PO — ple)

k——+o0

oit Pon a noté P(>®) = Q Diag(1,0,...,0)Q PO,

Etape n°2. Montrons que P(>) € Vect((1,...,1)). Notons zioo), ce 2859 Jes
coordonnées du vecteur P(>) dans la base canonique de C*. De nouveau, par
continuité du produit matriciel, il vient,

P+ — prp*) o pp(ee),

k— o0

D’ot, M P(>®) = P(°) par unicité de la limite, c’est-a-dire,

2 1
z,(lo_oz + zw(moo) )
2 - n—1
(o0) (o0)
Zn ~ t+ 2 _ 27(100)
2
ce qui implique, z£°°) =...= zflofi = z,(LOO). Donc,

Pl = (z%oo), . ,Z:EOO)) € Vect((1,...,1)).

On aurait aussi pu remarquer que P(>) € E; (M) et E; (M) = Vect((1,...,1)).
En effet, dim(F;(M)) =1 (puisque 1 est racine simple de xas), et du fait que
(1,...,1) € E1(M), on en déduit que Ey (M) = Vect((1,...,1)).



Etape n°3. Montrons que P(>®) = (g,...,9). Considérons I’application,

Isobar : cr — C
(... an) — BEHOn
n
qui est continue, car elle est polynomiale (c’est la fonction polynomiale associée
au polyndme %(Xl +---+ X,) € ClXy,...,X,]). Il Sagit de application qui
a n points du plan complexe associe leur isobarycentre. Soit k& € N. Alors,
1
Isobar(P*F+1)) = = {z%kﬂ) ++ z(lﬁll) + zﬁf*l)} )

n—

n
Puis,
(k) (k) (k) (k) (k) (k)
ISObar(P(k'H)) = % % + o+ Zn71 ; Zn + Zn —;—Zl

Dans la somme ci-dessus, chacun des termes zl(k) (pour 1 <[ < n) apparait

exactement deux fois. D’ou,

1
Isobar(P#F+1) = = l
n

2 4.4 2z5f)]
. ‘

Et donc,
1
Isobar(P#F+) = = [ng) +-F zflk_)l + zT(Lk)} = Isobar(P®)).
n

Ainsi, la suite (Isobar(P®)))cx est constante, avec,
VE € N, Isobar(P®) = Isobar(P(?) = g.
Or, par continuité de I"application Isobar,

Isobar(P®)) — Isobar(P(>)).

k—-+o0

D’oui, par unicité de la limite,
g = Isobar(P(>)) = Isobar (zioo), ce Z§OO)> = zgoo)

et donc P(™) = (g,...,g). O

Figure. [8 [0

Commentaires personnels. Développement long, mais qui se comprend et
se retient facilement, et qui se recase dans de trés nombreuses legons. De plus,
ce développement posséde I'immense avantage de méler algébre et géométrie,
et vous offre 'opportunité de dessiner, ce qui sera apprécié par le jury.
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[FG]| : Algebre 1, chapitre 4, exercice 4.18.

Théoréme de Kronecker

[JR] : Algebre, chapitre 12, exercice 12.3.

Théoréme des deux carrés de Fermat

[77] : 777

Théoréme des restes chinois

[JR] : Algebre, chapitre 8, lemme 8.9, théoréme 8.13, exemple 10.2.

Théoréme spectral

[JG] : Chapitre 7, théoréme 7.38.

Déterminant circulant

[XG] : Algebre, chapitre 4, section 2, exercice 4.

Une suite de polygones

[IP] : Développement 62.
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Liste des développements d’analyse et probabilités

Numéro Développement legons proposées
1 Algorithme du gradient & pas optimal 219,226,229,253
2 Base hilbertienne de polynémes orthogonaux 201,209,213,234,239,245,250
3 Equation de la chaleur 209,235,239,241,246
4 Equation de Sylvester 155,156,162,221
5 Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz 203,206,208
6 Espace de Bergman 201,205,208,213,234,245
7 Expression des ((2k) 230,235,243,244,246
8 Formule de Stirling (par les intégrales de Wallis) 223,224,236
9 Formule de Stirling (par le théoréme central limite) 223,224,235,236,261,262,264,266
10 Méthode de Laplace 218,224,228,236,239
11 Méthode de Newton 218,223,224,226,229
12 Nombres de Bell 190,241,243
13 Projection sur un convexe fermé 205,208,213,219,253
14 Prolongement de la fonction Gamma d’Euler 235,236,239,241,244,245
15 Série des inverses des nombres premiers 121,230,244,264,266
16 Systéme de Lotka-Volterra 220,229
17 Théoréme central limite 218,250,261,262,266
18 Théoréme d’Ascoli 201,203,205,228
19 Théoréeme d’Hadamard-Lévy 204,214,215
20 Théoréme d’inversion locale 214,215
21 Théoréme de Cauchy-Lipschitz 205,220
22 Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire 205,206,221
23 Théoréme de réarrangement de Riemann 230
24 Théoréme des extrema liés 159,206,214,215,219
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Liste des lecons d’analyse et probabilités

Numéro Legon Développements
Base hilbertienne de polynémes orthogonaux
201 Espaces de fonctions. Exemples et applications. Espace de Bergman
Théoréme d’Ascoli
903 Utilisation de la notion de compacité. Equivalence des normes GI} d{menston ﬁn.le et théoréme de Riesz
Théoréme d’Ascoli
. , .. Surjectivité de I’exponentielle matricielle
204 Connexité. Exemples d’applications. Théoreme d’Hadamard-Lévy
Espace de Bergman
Projection sur un convexe fermé
205 Espaces complets. Exemples et applications. Théoréme d’Ascoli
Théoréme de Cauchy-Lipschitz
Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire
et . Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz
Exemples d’utilisation de la notion N . e e
206 . . . Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire
de dimension finie en analyse. . .
Théoréme des extrema liés
. ) L Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz
Espaces vectoriels normés, applications
208 o . Espace de Bergman
linéaires continues. Exemples. . .
Projection sur un convexe fermé
909 Approximation d’une fonction par des fonctions Base hilbertienne de polynémes orthogonaux
réguliéres. Exemples d’applications. Equation de la chaleur
Base hilbertienne de polynémes orthogonaux
213 Espaces de Hilbert. Exemples d’applications. Espace de Bergman
Projection sur un convexe fermé
Surjectivité de I’exponentielle matricielle
914 Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions Théoréme d’Hadamard-Lévy
implicites. Illustrations en analyse et en géométrie. Théoréme d’inversion locale
Théoréme des extrema liés
. . . . Théoréme d’Had d-Lé
Applications différentiables définies sur un ouvert e‘ore\me . adatharc-Levy
215 de R". Exemples et applications Théoréme d’inversion locale
' P PP ' Théoréme des extrema liés
Méthode de Laplace
218 Formules de Taylor. Exemples et applications. Méthode de Newton
Théoréme central limite
Extremums : existence, caractérisation, recherche. Algorlt-hm.e du gradient & pas opt1@a1
219 Exemples et applications Projection sur un convexe fermé
P PP ' Théoréme des extrema liés
990 Ilustrer par des exemples la théorie des Systéme de Lotka-Volterra

équations différentielles ordinaires.

Théoréme de Cauchy-Lipschitz
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Numéro Legon Développements
) Equa‘c’{ons cl.lfferen.tl?lles }mealrfes., . Fquation de Sylvester
221 Systémes d’équations différentielles linéaires. N . o e
. Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire
Exemples et applications.
Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Formule de S.tl?hng (par les }nt(?grales de Wé.ﬂh.s )
223 Exemples et applications Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
P PP ’ Méthode de Newton
Formule de Stirling (par les intégrales de Wallis)
994 Exemples de développements asymptotiques Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
de suites et de fonctions. Méthode de Laplace
Méthode de Newton
Suites vectorielles et réelles définies par une Une suite de polygones
226 relation de récurrence u,+1 = f(u,). Exemples. Algorithme du gradient & pas optimal
Applications & la résolution approchée d’équations. Méthode de Newton
998 Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une Méthode de Laplace
variable réelle. Exemples et applications. Théoréme d’Ascoli
Fonctions monotones. Fonctions convexes. Algorlthme) du gradient & pas optimal
229 Exemples et applications Meéthode de Newton
P PP ’ Systéme de Lotka-Volterra
Séries de nombres réels ou complexes. Expression des ((2k)
230 Comportement des restes ou des sommes Série des inverses des nombres premiers
partielles des séries numériques. Exemples. Théoréme de réarrangement de Riemann
234 Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables. Base hilbertienne de polynomes orthogonaux
Espace de Bergman
Equation de la chaleur
R .. . Expression des ((2k)
235 Problémes d’interversion de symboles en analyse. Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
Prolongement de la fonction Gamma d’Euler
F 1 irli les intégral 1li
Tllustrer par des exemples quelques méthodes ormule de S'tu.r ing (par les }nte\zgra os de Wz.i s )
N . Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
236 de calcul d’intégrales de fonctions h
d’une ou plusieurs variables Meéthode de Laplace
P ' Prolongement de la fonction Gamma d’Euler
Base hilbertienne de polynémes orthogonaux
Fonctions définies par une intégrale dépendant Equation de la chaleur
239 ) . . )
d’un paramétre. Exemples et applications. Méthode de Laplace
Prolongement de la fonction Gamma d’Euler
Suites et séries de fonctions. Equation de la chaleur
241 Exemples et contre-exemples Nombres de Bell
P pies: Prolongement de la fonction Gamma d’Euler
943 Séries entiéres, propriétés de la somme. Expression des ((2k)

Exemples et applications.

Nombres de Bell
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Numéro

Legon

Développements

Exemples d’études et d’applications de

Expression des ((2k)

244 . .. Prolongement de la fonction Gamma d’Euler
fonctions usuelles et spéciales. . . .
Série des inverses des nombres premiers
. ) Base hilbertienne de polynoémes orthogonaux
Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C.
245 Exemples et applications Espace de Bergman
P bp ’ Prolongement de la fonction Gamma d’Euler
L. . — Equation de la chaleur
246 Séries de Fourier. Exemples et applications. Expression des ¢(2k)
. : . Base hil i lynod I
250 Transformation de Fourier. Applications. ase it bertw}nne\: de po YROMES ’ort rogonax
Théoréme central limite
253 Utilisation de la notion de convexité en analyse. Algorlt.hmfe du gradient & pas optlfnal
Projection sur un convexe fermé
21 Loi d’une variable aléatoire: caractérisations, Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
exemples, applications. Théoréme central limite
Convergences d’une suite de variables aléatoires. Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
262 .2 o L A -
Théorémes limite. Exemples et applications. Théoréme central limite
. L R L Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
264 Variables aléatoires discrétes. Exemples et applications. L . .
Série des inverses des nombres premiers
Formule de Stirling (par le théoréme central limite)
266 Utilisation de la notion d’indépendance en probabilités. Série des inverses des nombres premiers

Théoréme central limite
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Algorithme du gradient & pas optimal

Théoréme 1. Soit f : R™ — R une fonction elliptique. Alors, f passe par un
minimum local en unique point z*, et ce minimum est global. De plus, la suite
(Zn)nen définie par zo € R™ et,

six, =,

x*
Tntl = { ZTp + S,V f(z,) sinon.

ol s, 1= arg rtréiﬁlf(acn +tV f(zy)), est bien définie et converge vers z*.

Preuve. Tout d’abord, f étant strictement convexe et coercive, elle passe bien
par un minimum local en unique point z*, et ce minimum est global. Montrons
ensuite que (z,,)nen est bien définie et converge vers z*.

Etape n°1. Soit z € R" tel que Vf(x) # 0. Montrons que la fonction,

0 + R —> R
t — flz+tVf(x))

passe par un minimum global en un unique point s € R. En premier lieu, on
remarque que cette fonction est coercive. En effet, pour tout x € R",

lz+ eV f @) = [V F @) =il = 4o0

car V f(z) # 0, ce qui implique

lim |z +tVf(z)| = 400, puis,
[t]|—=+o0

i f(z+ 1V f(z)] = +oo

par composition de limites, puisque f est coercive. Autrement dit, la fonction
gz est coercive, et donc ., passe par un minimum global en un point s € R
(cf. proposition . D’autre part, @, est dérivable, avec, pour tout ¢ € R,

0 (t) = Df(z +tVf(x))(Vf(2) = (Vf(z +tVf(2) | V()

En particulier, ¢/ (s) = (Vf(z + sVf(z)) | Vf(z)). Or, ¢,(s) = 0, puisque
(pz passe par un minimum en s. Par conséquent, les gradients de f aux points
x4 sV f(x) et Vf(x) sont orthogonaux. Or, pour tout t € R,

Pa(t) = @u(s) = fx + 1V [f(2)) = f(z + sV f(2))
z (t=s)(Vf(z+ V()| Vf(z))+ %It = sPIVF(@)?
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puisque f est a-convexe (on a appliqué le corollaire [8| aux points x + tV f(x)
et  + sV f(z)). Et donc, pour tout t € R\ {s},

pu(t) = pul(s) > St = 5P|V ()]

car (Vf(x+ sVf(z)) | Vf(z)) =0et Vf(z) # 0. De cette inégalité, on en
déduit que ¢, passe par son minimum global uniquement au point s.

Etape n°2. Soit x € R” tel que Vf(x) = 0. Alors, pour tout y € R"™ \ {x},
1) o
Fy) = f@) = (VF(@) [y —2) + Slly =2 = S lly — =] > 0

puisque f est a-convexe (cf. corollaire . De cette inégalité, on en déduit que
f passe par son minimum global uniquement au point x, et donc que x = x*.
Ainsi, pour tout x € R",

Viz)=0=zx=2a"

(en fait la réciproque est vraie puisque z* est un point de minimum global de
f), c’est-a-dire en écrivant la contraposée de cette assertion,

x #a" = Vf(x)#0.

D’aprés ’étape n°1, 1’assertion ci-dessus permet de conclure que (zp,)nen est
bien définie (c’est-a-dire que s, a bien un sens dés que x,, # x*).

Etape n°3. A présent, montrons que (z,,),en converge vers x*. Tout d’abord,
'il existe n € N tel que z,, = z*, alors (2, )nen est stationnaire en z*. On peut

donc supposer que, pour tout n € N, z,, # z*, et donc Vf(x,) # 0 (d’apres
létape n°2). Alors, pour tout n € N,

F@n) = f(@ns1) > (Vf(@ns1) | @n — Tgr) + %Hmn ——

car f est a-convexe (on a appliqué le corollaire [8| aux points x,, et z,41). Or,

(Vf(zn-&-l) | Tn — xn-&-l) = (Vf(xn + anf(asn)) | Vf(:z:n)) =0

car Vf(zy) # 0 (cf. étape n°l). D’ou, pour tout n € N,

«
f(wn) = f(ng1) > 5”7% - xn-&-l”Q >0



et donc (f(zn))nen est décroissante. Or, cette suite est également minorée (par
f(z*) notamment). Done, (f(x,))nen converge. D’aprés I'inégalité précédente,
ceci entraine que,

lim x,41 — 2, =0.
nostoo n+ n

D’autre part, f étant coercive, il existe A > 0 tel que,
Vr e R, ||z| > A= f(x) > f(z0)-

Puisque la suite (f(z,))nen est décroissante, ceci entraine que,

{zn, n € N} C B(0,A4)
(ou B(0, A) désigne la boule fermée de centre 0 et de rayon A dans R™). Par le
théoréeme de Bolzano-Weierstrass, il existe donc une suite (2y,(,))nen extraite
de (z,)nen qui converge vers un certain x.,. Montrons que x,, = x*. Puisque
(T p(n)+1 = T(n) )Jnen converge vers 0, la suite (2,(,)4+1)nen converge aussi vers
x*. Sachant que f est de classe C', il s’en suit que,
im (V@) | Vo) = V(o)

par continuité du gradient. Or, d’aprés ’étape n°1l, pour tout n € N,

(vf(xw(n)+1) I Vf(xga(n))) = (Vf(mtp(n)) + sga(n)vf(xtp(n)) | Vf(xga(n))) =0.

Et donc,

n—-+o0o

Par unicité de la limite, on en déduit que ||V f(zs)]| = 0, puis Vf(2o) =0, et
donc zo, = * (d’aprés 'étape n°2). Ainsi, (2, )nen posséde une unique valeur
d’adhérence qui est z*. Puisque (2, )nen est & termes dans un compact, ceci
permet de conclure que (z,)nen converge vers z*. O

Compléments conseillés.
- Compacité : proposition [2]

- Fonctions convexes et fonctions a-convexes : sous-section [3.15]

Algorithme du gradient a pas optimal pour une forme quadratique :
développement 24 de [JB].

Mise en ceuvre de ’algorithme de gradient & pas optimal pour une fonc-
tionnelle quadratique.

Commentaires personnels. Développement technique, nécessitant quelques
prérequis sur les fonctions a-convexes, mais qui se présente dans beaucoup de
legons différentes. De plus, l'algorithme de gradient & pas optimal pour une
fonctionnelle quadratique figure sur le programme d’option calcul scientifique.
Je vous recommande ce développement si vous avez choisi cette option.

74



[FG|

Base hilbertienne de polynémes orthogonaux

Soit I un intervalle de R.

Définition 1. On appelle fonction poids une fonction p : I — R mesurable et
strictement positive telle que,

Vn € N, /|x\"p(:c)da: < +00.
I

Notons L?(p,I) I'espace de Hilbert LZ(I,B(I),u), ot pu désigne la mesure de
densité p par rapport a la mesure de Lebesgue sur 1.

Remarque. Le produit scalaire sur cet espace est donc défini par,

- [ r@@ant) = [ @@

De plus, pour tout n € N, la fonction,

Vi, g€ L p, 1), (f|9),

n

e, : I —
T — T
appartient & L?(p, I) par construction.

Théoréme 2. Soit p : I — R une fonction poids. Notons (P,)nen la famille
obtenue en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la
famille (e, )nen dans L2(p, I). Supposons qu'il existe a > 0 tel que,

/ea‘“:lp(x)dx < +00.

I

Alors, la famille (P,)nen est une base hilbertienne de (L%(p, I), (- | ),)-

Preuve. Par construction, (P,),en est une famille orthonormée de 'espace de
Hilbert (L*(p,I), (- | -),). Pour conclure, il suffit donc de montrer que,

{P,, n e N}* ={0}.

ce qui équivaut a {e,,, n € N}*+ = {0} puisque {P,, n € N}* = {e,, n € N}+.
Soit f € L%(p,I). On introduit alors la fonction suivante,

o : R — C

N {g(x)f(ac) sixzel,

sinon.
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Montrons que ¢ € L}(R). Pour tout t € R,

1
t< —(1+¢
S(1+8%)

car (1+4¢)? =1+ 2 — 2t > 0. Donc, pour tout z € I,

— 1f@)lp(@) < 2 (1+ 1 @)2) pla).

6() :

Puis,

1 1 )
Jiot@ids = [Ir@lpwiis < 5 [ o)ia+ 5 [11@Poa)s

Or, /p(x)dac < 400, car p est une fonction poids, et /|f(:v)|2p(x)dx < 400,
I I

car f € L?(p,I). D’ou, /|¢(a:)|da: < 400, cest-a-dire ¢ € L'(R). On peut
R

donc considérer sa transformée de Fourier ¢, c’est-a-dire la fonction définie

pour tout ¢ € R par,
= / o(x)e %% dz.
R

Montrons que 5 se prolonge en une fonction G holomorphe sur,
«a
B, = {Z € C, Im(z)] < 5}

Et pour ce faire, nous allons appliquer le théoréme d’holomorphie sous le signe
intégral a la fonction,
g : BaxI —» C
(z,2) > e f(z)p(z)
(i) Pour tout z € By, la fonction I — C, t — g(z,t) est mesurable.
(ii) Pour tout t € I, la fonction B, — C, z +— g(z,t) est holomorphe.
(iii) Soit (z,t) € By x I. Alors,

—izr _ e*i(%(z)Jri Im(z))z _

e eIm(z)mefi%(z)m

et donc |e~%*%| = e!™(*)* < "5 Par suite,

Mzm<e¥|<m<>



Or,

¢ @p() = (¢ Vo@) (17@)1Volw))

avec / el p(z)dx < oo par hypothése sur p et /\f(x)|2p(x)dz < 400,
I I
puisque f € L%(p,I). D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la fonction

alz|

x> ez |f(z)|p(x) est donc intégrable sur I avec,

(/ ea'fpmdx); (/ f(x)IQp(x)dxf .

alz|

V(z,t) € Ba X I, |g(2,t)] < e |f(x)|p(x)

/f | (@) p(a)de <
Ainsi,

alz|

avec x — e 2 | f(x)|p(x) qui est intégrable sur I.

D’aprés le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction,
G : B, — C
z / g(z,t)dt
I

est donc bien définie et holomorphe sur B,, avec,

Vn €N, Vz € By, G™(2) = (—i)"/}x"e_izrf(x)p(x)dac.
En particulier,

V€N, G(0) = ()" [ 3" f@pla)de = (<)"(F | ea),

Supposons & présent que f € {e,, n € N}*. Alors, d’aprés I'égalité ci-dessus,
pour tout n € N, G(") (0) = 0. Or, la fonction G étant holomorphe sur B, on
a donc,

v2eD(0,3). Gz) = i G(:!(O),

n=0
(puisque d(0,C\ B,) = §). Par suite, G est nulle sur D(0, §). Sachant que B,
est un ouvert connexe, le principe du prolongement analytique assure alors que
G est nulle sur B, tout entier. En particulier, ¢ est nulle sur R. Par injectivité
de la transformation de Fourier sur L!(R), on en déduit que ¢ = 0. Et puisque
p est strictement positive, ceci entraine que f est nulle dans L?(p, I). Ainsi,

{P,, n e N}* = {e,, n € N}* = {0},

ce qui prouve finalement que (P, ),y est une base hilbertienne de L2(p, I). O
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Compléments conseillés.

- [Donner un contre-exemple si p ne vérifie par la condition "il existe o > 0
tel que,

/e"‘lx‘p(x)dx < 400”.
T

- [Donner un exemple de familles de polynémes vérifiant ce théoréme.
- Déduire de ce théoréme une base hilbertienne de L*(R) (lien ici).

Commentaires personnels. Développement technique, exploitant de nom-
breux théorémes d’analyse au programme : théoréme d’holomorphie sous le
signe intégral, principe du prolongement analytique et injectivité de la transfor-
mée de Fourier sur L' (R). Je pense qu’il est important de bien citer toutes les
hypothéses requises pour ces théorémes (a l'oral). En revanche, ce développe-
ment se comprend et se retient facilement. De plus, il se recase dans de trés
nombreuses legons. Je le recommande.


https://perso.eleves.ens-rennes.fr/~lgay/Agregation/Densit%C3%A9%20des%20polyn%C3%B4mes%20orthogonaux.pdf
https://perso.eleves.ens-rennes.fr/~lgay/Agregation/Densit%C3%A9%20des%20polyn%C3%B4mes%20orthogonaux.pdf
https://perso.eleves.ens-rennes.fr/~lgay/Agregation/Densit%C3%A9%20des%20polyn%C3%B4mes%20orthogonaux.pdf

[IP]

Equation de la chaleur

Théoréme 1. Soit ug € L2([0,27]). Notons (dy,)nez la suite de ses coefficients
de Fourier. Il existe une unique fonction u : R} x R — R telle que,

(i) pour tout t > 0, la fonction u(t, ) est 2m-périodique;

)
(i)
)
)

les fonctions dyu et O2u sont bien définies et continues sur R* x R;
(iii) Opu = O2u sur RY x R;

i t,-) — — 0.

(1) [lu(t, )~ uoll>—

De plus, la fonction u est de classe C°° sur R x R.

Preuve. Procédons par analyse-synthése.

Analyse. Supposons qu’il existe une fonction u : R} x R — R vérifiant
les points (i), (ii), (iii) et (iv). Alors, pour tout ¢t € R, u(t,-) € L&([0,2n]),
car u(t,-) € C°([0,27]) en conséquence du point (ii), ce qui nous permet de
poser, pour tout n € 7Z,

1 2 )
en(t) = ﬂ/ u(t,x)e” " dz.
0

1l s’agit des coefficients de Fourier de la fonction 27w-périodique (¢, -). Fixons
n € Z. Nous allons appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral
a la fonction (¢, ) — wu(t,z)e™"* pour montrer que ¢, est dérivable sur R* .

e Pour tout ¢t € RY, la fonction u(t, -) est intégrable sur [0, 27] (car elle est
continue).

e Pour tout z € [0, 27], la fonction u(-, ) est dérivable sur RY.

e Soit J un segment inclus dans R . Alors,

Y(t,x) € I x [0,27], |u(t,z)e” | = |u(t,z)| < sup |u]

Ix[0,27]
avec (t,xz) — sup |u| qui est bien intégrable sur [0, 27].
Ix[0,27]

Ainsi, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral, ¢, est dérivable
sur R avec,
27 )
VteRY, ¢ (t) = Ou(t,x)e " dx.
0

7

Puis, en utilisant le point (iii),
1 2

Vte R, ¢ (t) =
+ Cn() 277' 0

Du(t,z)e” " dx

c’est-a-dire que ¢/, (t) est le n-iéme coefficient de Fourier de la fonction §%uf(t, -).
Les propriétés de calcul des coefficients de Fourier de la dérivée d’une fonction
fournissent alors,

vt e RY, ¢, (t) = (ni)?c,(t) = —ncn(t).

Ainsi, ¢, est solution de I’équation différentielle linéaire y' = —n?y, d’inconnue
y : R% — R dérivable. D’ou1 'existence de o, € R tel que,

Vt € R, cn(t) = oy, exp(—n’t).
Il reste & déterminer c,. D’apreés la formule de Parseval, pour tout ¢t € RY,

+oo +oo )
lult,) —uoll3 = Y lex(t) —dul> = Y Jare™ " —dy?

k=—00 k=—oc0

car u(t,-) — up € L([0,2x]). Par suite, pour tout t € R,

+oo
—n? _ k2
0< Jame™ —da < 37 Jawe™ —di? = flult,) — uoll} 3 0.

k=—o00

D’oi1, par encadrement de limites,
2
lope ™t —d,|> — 0.
t—0

Sachant que,
2
lone™™ "t —dp|* — |, — dp|?
t—0
il vient a,, = d,, et donc,
Vt € RY, cu(t) = dy exp(—n?t).
Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Dirichlet, pour tout ¢ € R,

+o0o
Ve € R, u(t,z) = Z cn(t)e™™

n=—oo



car u(t, ) est 2m-périodique et de classe C! sur R. Finalement,

§ d e—n 2t zmc

n=—oo

V(t,z) € R x R, u(t,x)

Ainsi, si une solution existe, elle est unique, et son expression est donnée par
la formule ci-dessus.

Synthése. On souhaite définir v : R} x R — C par,

Z d —n2t znz

n=—oo

V(t,z) e R x R, u(t,x)

Montrons qu'une telle fonction est bien définie et de classe C°° sur RY} x R.
Pour cela, on applique le théoréme de dérivation sous le signe somme a la suite
de fonctions (f,)nez définie par,

fat REXR — C
(t,x) +—> dpe " teine

Le théoréme de dérivation sous le signe somme évoqué ci-dessus, correspond au
théoréme de dérivation sous le signe intégral, dans le cas particulier o I’espace
mesuré est (Z,P(Z),card).

e Pour tout n € Z, la fonction f,, est de classe C*° avec, pour tous a,b € N,
et pour tout (¢,z) € RY xR,

inx

. 2
1)albdnn2a+be n te

agazfn(tv x) = (_

e Soient a,b € N, n € Z et ty € R%.. Alors, pour tout (t,z) € R¥,

0702 fu (8, 2)| = [du|[n[** e < [dy][nf?* e,
D’autre part, d’aprés la formule de Parseval,

+oo
luoll3 = > Idl* > |da?.

k=—o0
et donc |dy,| < ||ug||2. Par suite, pour tout n € Z et pour tout (¢,z) € R7,

2
10705 fu(t, 2)| < [lugl2|n|** e 10

400 )
avec Z luol2|n|>* et < 400 car,

n=—oo

.2 1
luo|lo|n[?**Pem 0 = 0(2) :
|n|—+4o00 n
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D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral, la fonction,
u : REXR — C
“+o0
(tx) — > falt,z)

n=—oo

est bien définie et de classe C'°°, avec, pour tous a,b € N, et,

+oo
. — 2 7
1)alb § : n2a+b€ n temoc.

n=—oo

Y(t,z) € Ry x R, 970%u(t,z) = (—

En particulier, d;u et 92 sont bien définies et continues sur R% xR, avec, pour
tout (t,x) € R% xR,

Opu(t,x) = = J%ul(t,z).

§ ?’L e —n2t nu

n=-—oo

Donc u vérifie les points (ii) et (iii). De plus, pour tout ¢ > 0, u(t,-) est bien
2m-périodique, et donc u vérifie aussi le point (i). Par ailleurs, il faut vérifier
que u est & valeurs réelles (ce qui n’est pas immeédiat car les f,, sont a valeurs
complexes !). Notons (an)nen €t (bn)nen+ la suite des coefficients de Fourier
trigonométriques de ug. Soit (¢t,z) € R} x R. Alors,

. .2
—inx dnem:c)e n t.

t.’L‘ —do“rz

Or, dy = ag et, pour tout n € N,
d_pe” "% 4 d,e"™* = a, cos(nz) + b, sin(nz).

Do,
+oo )
u(t,x) = ag + Z(an cos(nz) + by, sin(nz))e " "

n=1
Sachant que (ap)nen et (bn)nen sont des suites réelles (car la fonction g est
a valeurs réelles), on en déduit que u(t,z) € R. Finalement, il reste a prouver
le point (iv). Soit ¢ > 0. Pour tout n € Z, le n-iéme coefficient de Fourier de
la fonction u(t,-) est d,e~™’t. En effet, pour tout n € Z,

+00 1 27
—inz — —k%t [ L i(k—n)z
x)e”""dx k:%oo de <27r /0 e >

1 2

2T 0



(la permutation série-intégrale étant permise par la convergence uniforme de

la série Z (f—n + fn) sur [0,27], et cette série converge bien uniformément

neN*
sur [0, 27| car elle converge normalement sur [0, 27]), et donc,

1 27 ) +oo ) )
o u(t,z)e” " dx = Z dpe* Wk = dpe ™"
0 k=—o00

D’ou, en utilisant la formule de Parseval,

+o00 )
lu(t,) —uolls = > ldal?[1 —e ™%

n=—oo

(1)

Pour déterminer la limite de cette quantité lorsque ¢ tend vers 0, nous allons
appliquer le théoréme de convergence dominée (& parameétre) a la fonction,

Ry xZ — R
(tn) e
sur l'espace mesuré (Z,P(Z), card).

e Pour tout ¢ € R, la fonction N — R, n > |d,|?|1 — e’”gﬂ2 est mesurable
de (Z,P(Z)) vers (R, B(R)) (en fait, c’est toujours le cas lorsqu’on munit
l’ensemble de départ de sa tribu discréte, comme c’est le cas ici).

e Pour tout n € Z, |d,|?|1 — e_"zt|2 — 0.
t—0
e Pour tout n € Z, et pour tout ¢ € R},
(|21 — e 12 < [d |

De plus, d’apres la formule de Parseval,

+o00
D ldal? = Jluoll3 < +o0

n=—o0
car ug € L2 ([0, 27]).
Ainsi, d’aprés le théoréme de convergence dominée (a paramétre),
+o00
m > |dy - e =0,

li
t—0

n=—oo

En utilisant 1’égalité , il en résulte que u vérifie le point (iv), ce qui achéve
la preuve. O
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Remarque. Traditionnellement, I’énoncé du théoréme de convergence dominée
est restreint aux suites de fonctions. Cependant, la caractérisation séquentielle
de la limite permet d’étendre ce résultat aux fonctions a parameétre.

Commentaires personnels. Développement technique, exploitant de nom-
breux théorémes d’analyse au programme : théoréme de dérivation sous le signe
intégral, permutation série-intégrale (en cas de convergence uniforme), formule
de Parseval, théoréme de convergence dominée (a paramétre). Je pense qu’il
est important de bien citer toutes les hypothéses requises pour ces théorémes
(a loral). De plus, I’équation de la chaleur figure sur le programme d’option
calcul scientifique. Je vous recommande ce développement si vous avez choisi
cette option.



[XG]

Equation de Sylvester

Soit n € N*. Soit ||-|| une norme d’algebre sur M, (C). Par exemple, si ||-|| est
une norme quelconque sur M, 1(C), alors la norme ||-|| sur M, (C) définie pour
tout A € M,,(C) par,

[AX]|
41 = sup { L1
X
est une norme d’algébre sur M,,(C).

Lemme 1. Soit A € M, (C) telle que, pour tout A € Spg(4), R(A) < 0. Alors,
il existe a > 0 et K > 0 tels que, pour tout ¢ > 0, |[e!?| < Ke™ot.

X € My, (C)\ {0}}

Preuve. Puisque x4 est scindé sur C (par le théoréme de d’Alembert-Gauss)
la décomposition de Dunford assure l'existence de D € M,,(C) diagonalisable
et de N € M,,(C) nilpotente telles que A =D + N et DN = ND. Par suite,

Vt e R, et = etPetN.

car les matrices tD et t N commutent. Sachant que ||-|| est une norme d’algébre,
il vient donc, pour tout t € R,

le™ 1 < Nlet IHle ™.

Fixons ensuite t € Ry, et trouvons une majoration de ||e!”|| et ||e*V||. Notons

AL, ..., Ap les valeurs propres de A. Soit P € GL,(C) tel que,
D = PDiag(\1,...,\) P71
Alors,
e'P = PDiag(e, ..., ) P71,
De nouveau, puisque ||-|| est une norme d’algébre, il vient,
e[l < || PIl|Diag(e, ..., e[| P7H].

Notons ensuite |||« la norme sur M, (C) définie par,

VM = (mjj)i<ij<n € Mn(C), M| = max [m;;|.
1<i,5<n

Alors, en notant m = max R(A;) (qui est indépendant de t) il vient,
<i<n

|Diag(e, ..., e*) |00 = e™.
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Or, les normes ||-|| et ||| sont équivalentes (puisque M, (C) est de dimension
finie). En particulier, il existe ¢ € Ry tel que, pour tout M € M,,(C), on ait
|M]| < ¢||M||oo, et donc,

P < [IP[[IP ™ [lee™.

Par ailleurs, puisque N est nilpotente,

tN _ U Atk
e = Z kIN ’
k=0
et donc,
tN k k
e < 35 v < 30 S
k=0 k=0
car ||| est une norme d’algébre. D’o1,

n ok
t

A _ k

e < Nl [lle™ ] < PP~ [ee™ 7 VI
k=0

Or, par croissance comparée,

n

_ m t* b
[PIIP~Hee™ > = IIN|I" =
k!

e )
k=0

(car m < 0). En particulier, il existe K > 0 tel que,

n

vt e Ry, |P|||P " ce™
k=0

tk k m
SN < Ke# .

Ainsi, en notant a = —7 > 0, il en résulte que,
Vte Ry, [l < Ke ol
O
Théoréme 2. Soient A, B € M, (R) telles que, pour toute valeur complexe

A de A ou de B, on ait ®(\) < 0. Alors, pour tout C € M, (R), 'équation
matricielle AX + X B = C admet une unique solution.

[XG]



Preuve. On sépare la preuve de 'existence et de I'unicité.

Existence. Etudions tout d’abord 1’équation différentielle suivante,

Y'(t)=AY(#)+Y()B, teR (E)

d’inconnue une fonction Y : R — M, (R) dérivable. Notons que cette équation
différentielle est linéaire. En effet, si on note, pour tout (i, ) € [1, n]]27 et pour
tout ¢ € R, y; ;(t) le coefficient en i-iéme et j-iéme colonne de la matrice Y (¢),
il vient que Y est solution de (E) si et seulement si, les y; ; sont solution du
systéme linéaire suivant,

n n
Vi (1) = aikyk; () + Y b jyik(t), t R
k=1 k=1

Ainsi, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, il existe une unique
solution (globale) au probléme de Cauchy,

{ Y'(t) =AY (t) + Y (t)B, t € R,

Y(0) = C ©)

En fait, ici le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire n’est pas nécessaire, car
on peut expliciter une solution (globale) & ce probléme de Cauchy. Il s’agit de
I'application,
Y : R — M,(R)
t — etACetP

En effet, rappelons que, pour tout M € M, (C), et pour tout ¢ € R,
(etM)/ — MetM — €tMM

tM et un polynéme en M). Et donc,

(M et e!™ commutent car e
VtER, Y'(t) = () Ce!P + A0(e!P) = AY (t) + Y (t)B.

De plus, Y(0) = C, et donc Y est bien solution du probléme de Cauchy de

(C). Autrement dit,

VieR, Y(t)=C+ /t(AY(s) +Y(s)B)ds,
0

Vt € R, Y(t):C—i—A(/OtY(s)) + (/OtY(s)) B.

Or, d’aprés le lemme précédent, il existe K7, Ko, ay, s des réels strictement
positifs tels que,

c’est-a-dire,

(1)

ViR, [ < Kiem®, e < Kpem 2!
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car pour toute valeur complexe A de A ou de B, on a #(\) < 0. Et donc,
vt € R, [Y ()] < O] €] < [Cl|K Kae (1t

car ||-|| est une norme d’algébre. De cette inégalité, on en déduit que,

(i) lim Y(t) = 0;

t——+oo

(ii) la fonction ¢t — Y (¢) est intégrable sur R.

On peut donc faire tendre ¢ vers l'infini dans 1’égalité , ce qui donne,
o0 —+oo
0=C+A </ Y(S)) + </ Y(s)ds) B.
0 0

+oo
X = 7/0 Y (s)ds € M,(R)

Ainsi,

vérifie AX + XB =C.

Unicité. Considérons ’application,

® : M,(R) — M,(R)
X +— AX+XB

Etant donné que, pour tout C' € M, (R) I’équation matricielle AX + XB = C
d’inconnue X € M, (R) admet au moins une solution, ’application ® est donc
surjective. Puisque ® est un endomorphisme de M, (C) qui est de dimension
finie, on en déduit que ® est un isomorphisme de M, (C). En particulier, ® est
injectif, ce qui fournit I'unicité de I’équation matricielle AX + XB=C. O

Commentaires personnels. Développement technique, mais qui se com-
prend et se retient facilement. De plus, il se recase dans de nombreuses legons.
Je le recommande.



Equivalence des normes en dimension finie et théoréme de Riesz

Soit K = R ou C. Pour ce développement, il est nécessaire de connaitre les
deux propriétés qui caractérisent les compacts des espaces métriques : celle de
Borel-Lebesgue et celle de Bolzano-Weierstrass. Nous aurons également besoin
du résultat suivant :

Proposition 1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (eq, ..., e;,)

une base de E. Notons N, la norme sur E définie par,

n
Vo = Zxkek € E, Noo(x) = max |z
Pt 1<k<n

Les parties compactes de (E, No,) sont ses parties fermées bornées.

Preuve. Nous savons déja que toute partie compacte d’un espace métrique est
fermée et bornée. Réciproquement, considérons K une partie fermée bornée
de (E, Nx). Soit (z1)ken une suite d’éléments de K. Pour tout k € N et pour

tout I € [1,n], on note xkl) la j-iéme cordonnée du vecteur z; dans la base
(e1,...,en). Puisque K est une partie bornée de (E, N), il existe M € R tel
que, pour tout z € K, on ait N (z) < M. La définition de N4, donne alors,

VEeN, Vie[1,n], 2] < Noo(ax) < M.
Ainsi, pour tout [ € [1,n], la suite (x,(f))keN est bornée. D’aprés le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, il existe donc ¢, ..., ¢, des applications strictement
croissantes de N dans N et xg})), ey J;S..’f) € F telles que,

l
vl e [1,n], |x;3(k —20] — 0.

) k——+oco

Par suite, en notant ¢ = 3 o--- 0 ¢, il vient,

vie[t,n], |29

oty ~ Tl 52 0

k— 400

car la suite (xgzk))keN est extraite de (zgl)(k))keN' D’ou, par définition de N,

NOO('ILP(]C) — xoo) k—>—+>oo 0

n
c’est-a-dire que (T, (r))ken converge vers o, := nggel dans (F,Ny). Et
=1
puisque K est une partie fermée de (E, No,), on a bien o, € K. Ainsi, K est
une partie compacte de (F, No). O
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Les théorémes qui suivent permettront de généraliser ce résultat a tout espace
vectoriel normé de dimension finie.

Théoréme 2. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

Preuve. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Soit B = (eq, ...
de E. On note N, la norme définie, pour tout « € E par,

,€n) une base
Nool) = g ol

ou ri,...,x, désigne les coordonnées du vecteur = dans la base B. Montrons
que les normes N et N, sont équivalentes, c’est-a-dire qu'il existe a, 8 € R%
tels que, pour tout z € E,

aNoo(z) < N(x) < BN ().

Commengons par prouver 'existence de 8. Pour tout @ = (x1,...,2,)5 € E,

N(z) =N <Z xm) < lzkIN(er) < Noo() > Nex).
k=1 k=1 k=1

n
Ainsi, en notant 3 = ZN(ek) € R, il vient, pour tout = € F,
k=1

N(z) < BN (z).
Il reste & prouver I'existence de o. Pour cela, on note,
S={z€E, No(z)=1}

qui est une partie compacte de (F, Ny ) en tant que partie fermée bornée de
cet espace. D’autre part, I'application N : (E, Noo) — (R, |-|) est continue, car
elle est (-lipschitzienne. En effet, pour tous z,y € F,

IN(z) = N(y)| < N(z —y) < BNoo(z — 9).

Puisque K est compact, on en déduit que N est bornée et atteint ses bornes
sur K. En particulier, il existe zg € K tel que,

xlg}f{N(x) = N(zo).

[XG]



[XG]

Alors, pour tout z € F,

N(z) = N(Noo(x)N:(x)x) . Noo(x)N( No: 5 x) > N (2) N (o)

(la deuxiéme égalité résulte de 'homogénéité de N, et I'inégalité du fait que

N x € K). Ainsi, en notant o = N(x¢) € R’ il vient, pour tout = € E,
()

N(z) > aNy(x).

Finalement, on en conclut que N et N, sont équivalentes. En particulier, si
N; et Ns sont deux normes sur E alors elles sont toutes deux équivalentes a
Noo, et donc Ny et Ny sont équivalentes (par transitivité). O

Corollaire 3. Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie. Les
parties compactes de (E, N) sont ses parties fermées bornées.

Preuve. On sait déja que les parties compactes de (E, Ny ) sont ses parties
fermées bornées. Sachant que les normes N et N, sont équivalentes, il s’en
suit que les parties compactes de (E, N) sont ses parties fermées bornées. [

La preuve du théoréme ci-dessous différe légerement de celle de [XG|. Cette
preuve alternative provient du cours d’Emmanuel Russ, dispensé en master de
préparation a l'agrégation de mathématiques, a 'université d’Aix-Marseille.
Théoréme 4 (Théoréme de Riesz). Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé.
La boule Bg(0,1) est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Preuve. Si F est de dimension finie, ¢’est une conséquence du corollaire précé-
dent. Réciproquement, supposons que Bg(0,1) soit compacte. On raisonne
par I’absurde en supposant que E soit de dimension infinie. Puisque,

N 1
Bp(0,1) C | Be (x 2)
rzeFE

la compacité de Bg(0,1) assure 'existence de 1, ..
Bg(0,1) C O Bglx 1
E\Y, =~ E k> 9 .

Notons ensuite F' = Vect(x1,...,x,). Puisque E est de dimension infinie, on
peut considérer z € E\ F. Notons d = d(z, F'). Alors, d > 0 car F est fermé
dans E (en tant que sous-espace vectoriel de dimension finie de E) et = ¢ F'.
Soit y € F tel que ||z — y|| < d+ § = 4. Notons,

., &y € E tels que,

1

EEr

To =
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Puisque z¢ € Bg(0,1), il existe k € [1,n] tel que xy € Bg(zk, 1), c’est-a-dire,

1
||.’L’0 — LL‘kH < 5

En multipliant cette inégalité par ||z — y||, 'homogénéité de la norme,

1 3d
le = (g + e — yllzn)| < gllz -yl = 7 <d
——— —

er

ce qui contredit d = d(z, F'). Finalement, on en conclut que E est de dimension
finie. O

Commentaires personnels. Développement technique, mais qui se com-
prend et se retient facilement. De plus, I’équivalence des normes en dimension
finie est un résultat trés important, donc je pense qu’il est préférable de savoir
le prouver.



[BB]

Espace de Bergman

Notons D = {z € C, |z| < 1}. On note A la mesure de Lebesgue sur C identifié
a R?, L?(D) I'espace LZ(D, B(D), ), H(D) I'espace des fonctions holomorphes
sur D (identifié & son quotient par la relation d’égalité presque-partout).

Définition 1. On appelle espace de Bergman de D, et on note B(D), I'espace
H(D) N L*(D). 11 s’agit d’un sous-espace vectoriel de L?(DD).

Lemme 2. Soient f € B(D) et K un compact inclus dans D. Alors,

max]|f(z) 1fl2-

S D)

ou d(K,U) désigne la distance du compact K au cercle unité U.

Preuve. Soit zg € K. Fixons alors r €]0, 1—|zo|[ de telle sorte que D(zg, ) C D.
D’aprés la formule de la moyenne (corollaire immeédiat de celle de Cauchy),

2
f(ZO + pew)dea

Wpel0.r], fo) =5 |

car f est holomorphe sur D. Par un changement de variable en coordonnées
polaires, il vient alors,

r 21
/ ﬂwww=/"( f%+m%@ﬂ@=w%m>
D(zo,7) 0 0

Or, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/' F(w)dA(w)
D(z0,r)

Sachant que \\1D(ZO7T)||§ = MN(D(z0,7)) = 7r?

= [(f [ 1o(zo.m)2l < pezo.m 21112

, il s’en suit que,

[/ (z0)] < [1£l2-
f
D’ou, en faisant tendre r vers 1 — |zo],
1
|/ (20) 1f1l2-

N AT TaD

Finalement, on en conclut que,

max|f( )| < \Fd( )||f||2

car d(K,U) < d(z,U) =1 — |zo]. O
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Théoréme 3. Pour tout n € N, on note e,, : D — C, z — "+1 . Alors,
(i) (B(D), (- | -)2) est un espace de Hilbert;
(ii) (én)nen est une base hilbertienne de (B(D), (- | )2);

(iii) toute application f de B(D) s’écrit :

f:AﬂmK

ot, I'on a posé, pour tout (z,w) € D?, K(z,w) =

dA(w),

m(l—zw)? "

Preuve. Pour le point (i), il suffit de montrer (B(D), ||| ||2) est complet. Soit
(fn)nen une suite de Cauchy dans (B(D), ||-||2). D’aprés le lemme précédent,
pour tout compact K contenu dans D, et pour tous p,q € N,

1
— < |f, — )
||fp fq”oo,K = ﬁd(K,U)”fp qu2
Par suite, pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tous p,q > N,

1fp = falloo,x <€

D’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe donc f € H(D) telle que (fp)nen
converge uniformément vers f sur tout compact contenu dans D. D’autre part,
puisque la suite (f,,)nen est de Cauchy dans (L?(D), ||-||2) qui est complet, elle
converge vers une fonction g € L?(ID) dans cet espace, c’est-a-dire,

1o =gl —> 0.

—+0o0

En particulier, il existe une suite (f,(n))nen, extraite de (f,)nen, qui converge
A-presque partout vers g sur . Or, (f,(n))nen converge simplement vers f
sur D (puisque (fy,)nen converge uniformément vers f sur tout compact inclus
dans D). Donc g = f A-presque partout, ce qui implique f € L?(D). Ainsi,
f € HD)NL?*D) = B(D). Sachant que la suite (f,)nen converge vers f dans
(L%2(D), ||||2), elle converge donc vers f dans (B(D), ||-||2).

[BB]



Passons ensuite au point (ii). Soient n, m € N. De nouveau par un changement
de variable en coordonnées polaires, il vient, pour tout z € D,

1 2m
— , 1
nom N _ n+m i(n—m)0) do ) do = 278, m.-
/DZ ZmaAz) /0 (/0 re P ) im0

En particulier,
/ TAN(2) =
D

ce qui prouve que (e, )nen est une famille orthonormée de (B(D), ||-||2). Pour
obtenir son caractére Hilbertien, il suffit désormais de montrer que,

{en, n € N} = {0}.

1
.
n+1

Soit f € B(D). Puisque f est holomorphe sur D, il existe une suite de nombres
complexes (a,)nen telle que, pour tout z € D, on ait,

+oo
f(z) = Z apz".
k=0

De plus, cette suite vérifie, pour tout r € [0, 1], et pour tout k € N,

1 2 . .
f(re’e)e*”wdﬁ.

ap =
2mrk J,

Fles = "2 [ semae)
= W /O 1( O% f(rew)(rew)"dﬁ) rdr
_ 2 [ eyt
=

2

B In+1
N T 2n+2

s

(flen)2 = n_|_1an~

(f en)2:21/nilan.

Par conséquent, si f € {e,, n € N}* alors, pour tout n € N, a,, = 0 et donc
f=0. Dou, {e,, n € N}*+ = {0}, ce qui prouve finalement que (e,)nen est
une base hilbertienne de B(D). O

Soit n € N. Alors,

Ainsi, pour tout n € N
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Point (iii) A faire.
Compléments conseillés.

- Formules de changement de variable (coordonnées polaires) : théoréme

7.29 [GH.

- Topologie de la convergence uniforme sur tout compact : chapitre 12,
page 155 [PT].

Commentaires personnels. Développement long et trés technique, nécessi-
tant de nombreux prérequis. Malgré cela, il s’agit d’un de mes développements
favoris. Il rentre dans de nombreuses legons, mais ce sont des legcons oul j’avais
déja beaucoup de développements. Donc ce n’était peut-étre pas un choix si
judicieux que ga.



[FG|

Expression des ((2k)

Proposition 1. Pour tout z € D(0,27) non nul,

_1—1——+22

Preuve. Fixons z € D(0,27) non nul, et considérons la fonction 27-périodique
© définie pour tout = €] — 7, 71| par,

% g (2k) 2>

Cette fonction étant continue par morceaux sur R, on peut donc calculer ses
coefficients de Fourier. Soit n € Z. Alors,

7zntdt

1 T ) 1 & .
— | 5 =— [ elFmimigy,
o /, e 2 [ ‘

Or, z # 2imn car |z| < 2w et z # 0. D’on,

cnlp) =

T 27 : _; & 2w -
(ﬁ—zn)tdt: |: (ﬁ—zn)t:| — §—inm _ —F+inT)
/_ﬂe z — 2imn ¢ —-r  z—2mn (e ¢ )
Et donc,
-1)" 2 2
enlp) = - (o5 ),

z_q EA —1 4 — 2 . —2 — 2
car 2 7T = 3 (e7 ™) = (—1)"e3 et e 2T = 73 (™) = (—1)"e" 2. Or,
la fonction ¢ étant de classe C'! par morceaux, le théoréme de Dirichlet assure
la convergence simple de sa série de Fourier sur R vers la fonction,

7 2ot + o))

ot ’'on a noté, pour tout zg € R,

p(zg) = lim o(x), p(xg) = lim o(z).
x>x0 x<xo
Autrement dit, pour tout z € R,
+oo
1 z z (-n"
_ + —)) — 5 _ o735 inx
S (") + (@) =(e? —e )n;m i
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En particulier, pour x = m,

1 = 1
Z(e3 “5)=(e3 —e 3 -
2(6 ter)=(er e )n;mz—%ﬂ'n’
c’est-a-dire, en divisant par e2 — e~ 3 (qui est non nul car z ¢ 2inZ),
z _z +oo
ez +e 2 1
= = —_— 1
2(ez —e™2) n;_:ooz—%ﬂn (1)
Transformons cette somme pour qu’elle soit indicée sur N. Tout d’abord,
i’o 1 _ +§ z + 2imn
z—2itn 22 + 4m2n?
n=-—00 n=-—00
_ 1 *f 2+ 2imn |z 2in(—n)
oz |2 +4Ancn? 0 22+ Ar?(—n)?
+o00 +o0
1 1 z
— = — 42 _.
n;oo z — 2imn z + 7; 22 + 472n2
Donc,
= 1 1 = z
- —Z49 _ 2
n;m z—2imn =z * nz::l 22 + 42n2 )
D’autre part, en multipliant par ez au numérateur et au dénominateur,
ez +e 3 e+l 142 e -1 n 2
20e: —e"3)  2(er—1) 2(e—1) 2(er—1) 2(ez—1)
Et donc,
ez +e 3 1 1
Z Z =3 . 3
2(ez —e™2) 2+ezfl 3)
Ainsi, en combinant les égalités , et , il vient,
z z = 22
——=1—-—-+2 —_—. 4
e —1 2+ 7;122—&—4772712 )

Pour obtenir I’égalité souhaitée, il reste & développer en série entiére le terme
général de la somme ci-dessus. Soit n € N*. Alors,

2

Z —(i)2 1 _(z)2+§(_1)k<2)2k
22 4422 \2mn/ (52-)24+1  \2mn pors 2n/

2mn




Puis,
52 B too X 2\ 2(k+1) k+1 z \ 2k
v o (5m) = Z (5m)
Et donc,
+o0o +00 +oo k+1 2 2%k
nz:l 22+ 47T27’L2 Z:l ; (27m> ’

A présent, nous allons utiliser le théoréme de Fubini pour permuter ces deux
sommes. Tout d’abord, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli,

Sy () S e () -2 (e )
- 9 = 2.2 (22 - |>
== 2mn == 2mn =\ Ar*n 4lrz2|n2 +1
et donc,
SN |22
1 ( ) <
(=1) 2mn Z\z|2—|—47r2n2 e
n=1k=1
car 227222 ~  —+—. Ainsi, d’aprés le théoréme de Fubini-Lebesgue,
|z|2+472n + 4m2n
n—-+0oo
400 2 400 +00 ok
z B k+1< z )
N — _1 I
o mraEe = 22U (5
n=1 n=1k=1
N DR L
- Z (272 ZW z
k=1 n=1
+o0 too
Z 2 B (71)k+1 <(2k)22k
2 202 2k :
= 22+ ArPn Pt (2m)

Finalement, en utilisant ’égalité , on en conclut que,

! +2Z

Qk g (2k) 2>

O
Théoréme 2 (Calcul des {(21«)) Notons (bn)nen la suite définie par by = 1

et, pour tout n € N*, b, = Z ("F)bk. Pour tout k € N*,

C(2k) = (—1)F* 22;2];1)!2’“ a2k
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Preuve. Notons f la somme de la série entiére,

k—1

z -1
1—2+2§:&%&mg@m£k

sur D(0,2m). Pour tout n € N, notons a, le n-iéme coefficient de cette série
entiére, multiplié par n!. En particulier, pour tout k € N*,
(=D agk
2———=—C((2k) =
(2m)2k ¢(2k) (2k)!

c’est-a-dire,
22]{)7101
o k+1 2k 2k
k) = (-1 g

Pour conclure, il suffit donc de montrer que (ay,)nen = (bn)nen. Tout d’abord,

+oo

Vz € D(0,27), f(z) = Z %z".
n=0

Puis, pour tout z € D(0,27), on réalise le produit de Cauchy suivant,

=¥, X X [= ak

Par identification des coefficients de ces séries entiéres, il s’en suit que,

n—1

ai
Vn > 2 — = 0.
"= ’g%mm—kﬂ

c’est-a-dire, en changeant d’indice, et en réarrangeant les termes,

n—1
n! n+1)!
vn e N*, a, = — —_———qp == ,
" “ kzzok!(n—kl—k)!ak n—!—lzk'n—l—l— )ak
Ainsi,
Gy |
vn e N*, a, = — .
nEN, = ;O ( ' )ak
Sachant que ag = 1 = by, on en déduit que (an)neny = (bn)nen, ce qui achéve
la preuve. O

Commentaires personnels. Développement trés calculatoire. Je trouvais
le résultat joli, mais cette preuve est infaime, et inintéressante de mon point
de vue. Etant extrémement nul en calculs, j’ai da le répéter un trés grand
nombre de fois avant de la maitriser. Et puisque je n’arrivais pas a la faire
en quinze minutes, j’étais obligé de court-circuiter certaines étapes de calcul
pour finir dans les temps. Si comme moi vous détestez les calculs, fuyez ce
développement.
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Formule de Stirling (par les intégrales de Wallis)

A\ Les preuves ci-dessous sont différentes de celles de [JR].

Proposition 1 (Intégrales de Wallis). Soit (I,,)nen la suite définie pour
tout n € N par, I, = fog sin™ (t)dt. Pour tout n € N, I, 1o = Z—Eln. De plus,

(i) 1

~ /S
n )
n—+4o00 2n

(ii) pour tout n € N, I, = 5= (*")Z.

Preuve. Fixons n € N. Par intégration par parties, il vient,

s

Iyo = /05 sin(t) sin ™ (¢)dt
= [~ cos(t) sin"“(t)]og +(n+1) /7 cos?(t) sin™ (t)dt
0
= (n+ 1)/0 (1 —sin®(t)) sin™(¢)dt
= (n+1) ( /0 ’ sin” (t)dt — /0 ’ Sin”+2(t)dt)
Inva = (n+ 1)L = Int2).

D’oi1, la formule de récurrence I,, o = %L ]

iz In. D’autre part,

Vt e [0, g] , sin™ 1 (t) < sin™(¢)

d’ott I, 11 < I, en intégrant cette inégalité sur [0, 5]. La suite (/,,)nen est donc
décroissante. De plus, ses termes sont strictement positifs puisque,

2 27 1 111

2—ndt =——7m>0.

W N, I, > in"(t)dt >
n €N, 7/ sin"(t) 7/ o G

s fud

6

On peut également dire que ¢ +— sin™(¢) étant continue et strictement positive
sur [%7 27], son intégrale sur ce segment est donc strictement positive. Avec ce
qui précede, il vient ensuite,

n+1 7In+2 < In+1 Sl

VnEN,0<n+2— I, =TI,
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ce qui prouve que I,41 ~ I, par encadrement de limites. Or,
n—-+oo

n
Vn e N, Oy, = )" 1, I, = nl,I, ;.
n (n+ 11,41 (n+ )n+1 1 n 1

Donc, la suite ((n41)I,411n)nen est constante égale a I1 Iy, c’est-a-dire 7. De
ce fait, on en déduit que,

nI2 ~ (n+ 1)l :g

—+o0

9 N : T [N 3 :
c’est-a-dire I, Wl Ve D’ou le point (i).

Montrons ensuite le point (ii) par récurrence. Tout d’abord, on a bien Iy = 7.
Supposons ensuite le résultat établi pour un rang n € N fixé. Alors,

I _2n+11 _(@2n+1)@2n+2) 1 2n)!7r 1 (2n+2)! 7w
M2 on 127 T T 2n+2)2 22 (p)22 22 2[(n+ )2 2
et donc Iop10 = 2%%(27?112) 5. Par récurrence, il s’en suit le point (ii). O

Théoréme 2 (Formule de Stirling). On a n! ~ 2mn (ﬁ) .
n— o0 e

Preuve. Soit (up)nen+ la suite définie pour tout n € N par,

= vn (n)n>0.

n! \e

Un

Montrons que la suite (uy,)nen converge. Pour tout n € N*,

Upr1 VAL (n+1)0F) nler 1 1)z
- R .
Up (n+1)!  ertl Vnnr e n

Et donc, pour tout n € N,

ln(uﬂH) = <n+1> ln<1—|—1) — 1.
Unp, 2 n

Or, le développement limité usuel du logarithme assure ’existence d’une suite
(¢(n))nen+ bornée telle que, pour tout n € N*, on ait,

1 1 1 ©(n)
m(14-)=2- .
n( +n> w2 B

D’ou, en utilisant les deux égalités précédentes,

Un+1 1 pn) 1 1
() —q - = -
n( ) T Yo T

p(n) _ (n)

2n3 n? -’

[JR]



ot l'on a noté, pour tout n € N*, ¢)(n) = p(n) + # — 1. De plus, la suite

n
(¥(n))nen+ est bornée car, pour tout n € N*,

1 1
Y] < 2lp(m)] + 7 < 2suple| + 7 < +00,
Des points précédents, on en déduit que,

ln<un+1> = O<12) .
Up, n—+o00 n

Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme
général |In(uy,+1) — In(u,)| converge, ce qui implique que la série,

S (n(t1) — In(uy))

neN*

In(wp+1) — In(u,)| =

converge, ce qui équivaut a la convergence de la suite (In(uy,))nen+. Notons !
la limite de cette suite. Par continuité de la fonction exponentielle, il vient,

un, = exp(In(uy)) R el

Autrement dit,

0 o)

n——+00

ot I'on a noté C' = e'. En particulier, avec le point (ii) de la proposition

1 (2n)! 1 m\?" 1 2n 1 /2
I, @n)tm cVan (”) (f) T_ /2T
(&4

T om (n!)2 2 n—stoo 221 C?n \n 2 CVn2

Or, d’aprés le point (i) de la proposition

Donc,

I\FW 1 |«
CVn?2nstoo 2\ n’

ce qui implique C = v/27. Finalement, on en conclut que,

n! ~ 27rn<ﬁ) .

n—-+oo e

O

Commentaires personnels. Développement assez calculatoire, mais les ar-
guments théoriques utilisés sont élémentaires (c’est niveau licence). Etant ex-
trémement nul en calculs, j’ai di le répéter un grand nombre de fois avant de
le maitriser. Malheureusement, il est difficile de couvrir toutes les legons sans
aucun développement calculatoire.
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Formule de Stirling (par le théoréme central limite)

[LL]] Théoréme 1 (Formule de Stirling). Onan! ~ 2 (Q)n En effet, S, suivant une loi de poisson de paramétre n, on a,
n—-+oo e
1 1
E[Z,] = —=(E[Sn] —n) =0, V[Z,] = V[S,] =1,
Preuve. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d (indépendantes et vn (Vn)?
identiquement distribuées), suivant une loi de Poisson de paramétre 1. Notons et donc E[Z2] = V[Z,] + (E[Z,])? = 1. D’ou,
ensuite, pour tout n € N*
’ ’ E[Z2] 1
- P(Z, >t) <P(Z2 > 17) < =™ = —.
Sn:ZXk: ( v )— ( n )— t2 t2
k=1 1

Ainsi, en notant ¢ : Ry — R, ¢+ 1 1((t) + 5 1[1,400((t), il vient, pour

2 * t
Notons également, pour tout n € N*, fout n € N* et pour tout £ € R,
Z, = Sn—n P(Z, > t) < (1)
v avec ¢ qui est intégrable sur R, .
Etape n°1. On fixe une variable aléatoire Z suivant une loi normale centrée D’apreés le théoréme de convergence dominée, il s’en suit que,

réduite. Puisque, +00 +00
/ P(Z, > t)dt — / P(Z > t)dt.
0 0

(i) les variables aléatoires de la suite (X,)n,en+ sont i.i.d; e

“+oo
(i) X1 € L3(Q, A, P); Etape n°3. Calculons/0 P(Z > t)dt. Tout d’abord,

(i) E[X;] =1et V[X;] =1; /;Oo P(Z > t)dt = \/% /0+oo (/;OO exp <—“;> 1u2tdu> dt.

le théoréme central limite assure que (Z,,)nen+ converge en loi vers Z. Or, Fy

3 ) A 2 N .. .
est continue. Donc, (Fz, Jnen converge simplement vers Fy sur R. Puis, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli,

Tezsnn = = [T ([T N vt ) d
Etape n°2. Nous allons ensuite appliquer le théoréme de convergence dominée /0 (Z>1) G /0 _/0 P T ) et b
a la suite de fonctions (t = P(Z, > t))nen-- ) oo .2 u
. = — / exp( —— / dt | du
(i) Pour tout n € N*, ¢t — P(Z,, > t) est mesurable. Vor Jo 2 0
(ii) Pour tout t € Ry, la suite (P(Z, > t))nen = (1 — Fz, (t))nen+ converge _ 1 /+OO wexp _uj du
vers P(Z > t) =1 — Fz(t) (d’aprés I'étape n°1). V2 Jo 2
A
(iii) Soient n € N* et t € R4. Tout d’abord, = L lim {—e*%]
\V2m A—+oo 0
P(Z, >t) <P(Z2 > t?) +o0 1 2
" " / B(Z> it = ol {1 - e_AT} .
— 400
car {Z, >t} C {Z2 > t?}. Or, d’aprés l'inégalité de Markov, 0 T
Et donc,
> 2 - ElZ2] 1 /Ho P(Z > t)dt = —
Pz, >0 <=p" = ¢ 0 Nors
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“+o0
Etape n°4. Soit n € N*. Calculons / P(Z, > t)dt. Tout d’abord,
0

{Zy, >t} ={S, > V/nt +n}.
Donc,
+oo +oo
/ P(Z, > t)dt = / P(S, > v/nt + n)dt.
0 0
Or, puisque S,, est une variable aléatoire discréte, on a,

“+o0

P(S, > /nt+n) = ZP(Sn = k)1k>\/ﬁt+n'
k=0

D’ou, par le théoréme de Fubini-Tonelli,

+o0 Foo [0
/ B(Z, > t)dt — / STB(S, = K)o g | dt
0 0

k=0

[]P(Sn = k) /O+OO 1t<“dt}

Vn

Il
(]

I
(%
2
o
I
3
=~
"
I
=

+oo
/ P(Z, > t)dt
0 k=n+1

Et puisque S, suit une loi de Poisson de paramétre n, il vient,
—n T k

oo e n
/0 P(Z, > t)dt = %k:zn;l(k;—n)ﬁ

e | IX pk R
- nlz DY "w]

k=n+1 ’ k=n+1
—n +oo k—1 too K
e n n
- G S S
_1)! |
\/ﬁ |Jcn+1 (k 1)' k=n+1 k!
TX pk = nk
= eV T 2w
k=n k=n-+1
—+oo nn
/ P(Zp > t)dt = e "vn—.
0 n:

Ainsi, pour tout n € N*|

+oo _\/ﬁ nAmn
/0 P(Zn>t)dtf—(f).

n! \e
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Finalement, des étapes n°2,3 et 4, on en déduit que,

ﬁ(n)" N /+°° 1
n! e n—+oo [q \ 21

c’est-a-dire que,

Remarque. Si X est une variable aléatoire réelle alors,
—+oo
/ ]P(X > t)dt = E[Xlxzo].
0

En effet, pour tout t € R,

Q

/0+°° P(X > t)dt = /O+°° (/Q 1X(w)2tdp(w)> dt,

et donc, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli,
+o0 +oo
/ P(X > t)dt = / </ 1X(w)2tdt> dP(w).
0 2 \Jo

+oo
/ Lx(w)>tdt = X(W)1x(w)>0
0

puis,

Or,

Do,
/0 "B > )t = /Q X(@)Lx () 0dP(w) = E[XLyso].
Compléments conseillés.
- Convergence en loi : théoréme [3]

- Variables aléatoires mutuellement indépendantes et identiquement dis-
tribuées : lemme [Bl

Commentaires personnels. Développement assez calculatoire, mais util-
isant aussi beaucoup de résultats théoriques (théoréme central limite, carac-
térisation de la convergence en loi par les fonctions de répartition, théoréme
de convergence dominée et théoréme de Fubini). Etant extrémement nul en
calculs, j’ai dt le répéter un grand nombre de fois avant de le maftriser. Je
suis passé sur ce développement lors de mon oral d’analyse et probabilités.



[FR]

Méthode de Laplace

Théoréme 1. Soient a < b < 00, ¢ : [a,b[— R une fonction de classe C? avec
¢ > 0 sur ]a,b] et ¢'(a) > 0. Soit f : [a,b[— C une fonction continue en a
telle que f(a) # 0. On suppose qu’il existe to € R tel que e~ % f € L'(]a, b]).
Alors, pour tout ¢t > tg, 'intégrale,

b
Flt) = / =190 f(2)da

est bien définie. De plus,
1 @ f(a)

(i) si ¢'(a) > 0, alors F'(t) o8 @) . ,

0 50 =0 0> 0 o £y [ I

Preuve. Soit t > to. Alors, pour tout x € [a, b],

71 f(2)] = e=(t0)2(@) g —top(®)| ()| < ¢~ (tmt)e@) o —tov @) ()

car ¢ est croissante (et méme strictement croissante) sur [a,b[. D’ou,

b b
/ |e‘t¢(m)f(x)|dx < e—(t—to)w(a)/

a a

e toe(®) |f(x)] < 400

car e t?f € L1(Ja,b[). Ainsi, F est bien définie sur [tg, +oo[. D’autre part, f
est bornée au voisinage de 0. En effet, la continuité de f en 0 assure ’existence
de o > 0 tel que, pour tout = € [0,a], on ait |f(z) — f(0)] <1 et donc, par la
seconde inégalité triangulaire,

Ve e [0,a], |f(x)| <M
ot l'on a noté M =1+ |f(0)].
Etape n°1. Montrons tout d’abord le point (i) sous les hypothéses a = 0 et,

pour tout x € [0,b], ¢(x) = z. Pour exploiter la majoration précédente, nous
allons découper l'intégrale étudiée en deux morceaux :

b « b
Vit > to, / te” " f(x)dx = / te™ " f(x)dz +/ te™ " f(x)dz.
0

0 [eY

Montrons que,

o b
te” " f(x)dx = f(0), lim te” " f(z)dx = 0.

t——+oo a

lim
t——+oo 0
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Soit t > ty. Tout d’abord, le changement de variable v = tx donne,

/oa te=t" f(z)dx = /OM te_“f(%) %du - /;OC e‘“f(%) 10,0 (u)du.

Nous allons ensuite appliquer le théoréme de convergence dominée & l'intégrale
ci-dessus.
u
e Pour tout t > tg, la fonction u — e*“f(;) L0,a¢)(u) est mesurable.

e Soit u € R;. Par continuité de f en 0,

lim e% f(%) 10,01 (1) = F(0)e ™.

t—+o0
e Pour tout (¢,u) € [tg, +00[xR4,
—u U —u
() ] <

avec u — Me™™ qui est bien intégrable sur R .

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée (& paramétre),

. oo L fu oo
i [ (5 vt = 50) [ et = 1(0)
Et donc,
«
: —tx _
tl}l-gloo ; te™" f(x)dx = f(0).

Passons au deuxiéme morceau de l'intégrale. Soit t > .
Va € [a, b, [e7 " f ()] = e TR0 f(a)] < e (T f(a))|

et donc,

b b
—tz —(t—to) —tox
/a te™" f(x)dx| < te /a e "% f(x)|dx e 0

car te~(t=t)* 5 () (par croissance comparée) et,
t—+o00

b
/ e | f(z)|dr < +o0.



Finalement,

« b
tF(t):/ te_mf(:r)dac—&—/ te” " f(x)de — f(0)

0 o t—+o0

f(0)

t——+oo t

c’est-a-dire F'(t) (car £(0) #0).

Etape n°2. A présent, démontrons le point (i) sous I’hypothése de ’énoncé,
c’est-a-dire ¢’(a) > 0. Pour cela, on se rameéne au cas précédent en utilisant
un changement de variable. On note,

c= sup p(x)—p(a) € RU{+oc}.
z€]a,b|

Puis, on considére I'application,
IZ) : [(17 b[ — [Oa C[
z o p(r) - ¢(a)

Tout d’abord, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1 ([a, b]) = [0, c[.
De plus, ¢ est de classe C! avec ¢/ = ¢’ > 0 sur [a, b], et donc 9 est bijective
et sa bijection réciproque, notée 1!, est de classe C* sur [0, ¢[. En particulier,
I'application Ja, b[—]0, ¢[, x + () est un C'-difféomorphisme. On peut donc
effectuer le changement de variable y = 1(z), ce qui donne,

F(t) = e tv(a) ‘ —ty dy,
(t)=e /0 e Yg(y)dy
ott 'on a noté, pour tout y € [0,c[, g(y) = f(¥ " (y)) (=) (y). Or,

- g est continue sur [0, c[, car f € C%([a,b]) et »~1 € CL([0, c[);

1L fl
W@ o 1) ¢(a)

- e~ vg e L1(]0,c[) (par le théoréeme de changement de variable).

- 9(0) = fF@7H(0)(»71)'(0) = f(a) 7 0;

On peut donc appliquer les résultats de ’étape n°l & g, ce qui donne,

—tp@9(0) _ 1 e ¥ f(a)
¢'(a) t '

t——+oo t

F(t)= 6_“"(“)/ e Wgly)dy ~ e
0
D’oit le point (i).

Etape n°3. Montrons tout d’abord le point (ii) sous les hypothéses a = 0 et,
pour tout = € [0,b], o(x) = z2. Nous allons de nouveau découper I'intégrale
étudiée en deux morceaux. Montrons que,

« b
| Vi e = Y0, i [ Vie s =0

lim
t—+oo
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Soit ¢t > to. Tout d’abord, le changement de variable u = x+/t donne,

/Oa Vie " f(z)dw = /Oaﬁ \/%e“2f<:/‘£> %du

et donc,

« 2 oo 2 u
/0 \/ie—t:c f(x)d.r :/0 e ¥ f(ﬁ) 1[O)a\/ﬂ(u)du.

Nous allons ensuite appliquer le théoréme de convergence dominée a l'intégrale
ci-dessus.

e Pour tout t > ¢y, la fonction u — e_“2f(u> 1(9, a7 () est mesurable.

Vit
e Soit u € R;. Par continuité de f en 0,

2

i e 7 () N avple) = SO

e Pour tout (¢,u) € [tg, +oo[xR4,

’ qui est bien intégrable sur R,.

2

<e "M

avec u — Me ™™

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée (& paramétre),

) +oo 2 " +oo 2 ﬁ
m . ¢ f(\/g> L ava (Wdu = f(O)/O e du= == f(0).
Et donc,
tLieroo ; \/iefmzf(ac)dz = gf(O).

Passons au deuxiéme morceau de l'intégrale. Soit ¢ > tg.
¥z € o, b, o7 f(z)] = eI eT0m f(g)| < e (oot tor £(g)

et donc,

b

7t0w2
e \f(x)|dxt;>m0

/ab \/fe*tﬁf(x)dm

< Vie~(t—to)e’ /

[e%



2 . .
car \/Eef(tito)a . — 0 (par croissance comparee) et,
—+o0

b
/ eft012|f(x)|dx < 400.

Finalement,
VIEF(t) = a\/{t —ta? dr + b\/f —t2® f(2)dr — —\F 0
(t) /0 e f(z) /a e f()zt f(0).

. VT i)
t—+oo 2 \/E
Etape n°4. A présent, démontrons le point (ii) sous 'hypothése de I’énoncé,
c'est-a-dire ¢'(a) = 0 et ¢”’(a) > 0. Pour cela, on se raméne au cas précédent
en utilisant un changement de variable. On note,

d= sup v/o(x)—¢(a) € RU{+oo}.

z€a,b|

c’est-a-dire F'(¢) (car f(0) #0).

Puis, on considére 'application,
o i a,b]

x —

— [0,d]

p(x) —p(a)
Tout d’abord, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, o([a, b]) = [0, c[.
De plus, o est de classe C! sur Ja, b] avec,
/
Vz €la, b, o'(z) = @) >0
2v/¢(x) = ¢(a)
Par suite, Papplication ]a, b[—]0, ¢[,  — o(x) est un C'-difféomorphisme. On
peut donc effectuer le changement de variable y = o(z), ce qui donne,
d
F(t) = [ e o7 ()0 (0)dy, 1)
0
A priori, Papplication y — f(071(y))(c1) (y) est seulement définie sur ]0, d.
Pour appliquer les résultats de ’étape n°3, il faut donc vérifier qu’elle est bien

définie sur [0, d[. Pour cela, on montre que 'application o est de classe C! sur
[a,b]. D’une part,

¢'(x)  ¢'(x)—¢(a
@ _ ¢@=d@ _,
T—a T —a z—a
Et donc ¢'(z) ~ (z—a)¢’(a) (puisque ¢”(a) # 0). D’autre part, d’aprés la
r—ra
formule de Taylor-Young, il existe une fonction ¢ : [a, d[— R telle que,
/ ¢"(a) 2 2

Vo € [a,d], ¢(z) = p(a) +¢'(a)(z —a) + ——(z — @) +£(2)(z — @),
wh_r)r(ll e(z) =0.
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Sachant que ¢'(a) = 0, il s’en suit que,

so((a;)_— :Sga) _ <p”2(a) o) — s@”Q(a).
Et donc ¢(x) — ¢(a) o ('DHQ(G) (z — a)? (puisque ¢”(a) # 0). Finalement,

(x —a)p"(a)

o () — N _ ¢
( ) 2 @(x)_@(a) T—a 2 %@,,(a)(x_a)g 2

Ainsi,
- o est continue sur [a, b[;

- o est dérivable sur ]a, b[;

' ¢"(a)
- o'(x) 7;——>(>1 5

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, on en déduit que o est de classe
%(“). Sa dérivée est donc strictement positive sur
1

C! sur [a, b], avec o’ (a) =

cet intervalle, ce qui entraine que o1 est de classe C*! sur [0, c[. Par ailleurs,

d’aprés I'égalité ,

d -
F(t) = e t9 / e h(y)dy,
0

ot 'on a noté, pour tout y € [0,d[, h(y) = (e~ (y)) (e~ 1) (y). Or,

- h est continue sur [0,d[, car f € C°([a,b]) et o= € C*(]0,d]);

1 2
@eono TN

- etV p g L'(]0,d]) (par le théoréme de changement de variable).

- h(0) = f(e™H(0)) (@) (0) = f(a)

On peut donc appliquer les résultats de ’étape n°1 a g, ce qui donne,

e~ tw(a) ﬁ h(0) 0

2 ViV 2'(a)

e~ f(a)

F(t) ~ v

t——+oo

D’ou le point (ii).



Remarque. Traditionnellement, I’énoncé du théoréme de convergence dominée
est restreint aux suites de fonctions. Cependant, la caractérisation séquentielle
de la limite permet d’étendre ce résultat aux fonctions & paramétre.

Compléments conseillés.
- Formule de Stirling généralisée : théoréme [I]
- Théoréme de convergence dominée a paramétre : théoréme [I}

Commentaires personnels. Développement trés technique et trés long si on
écrit tous les détails. En revanche, il se recase dans de trés nombreuses legons.
Pour étre tout a fait honnéte, je ne maitrisais pas suffisamment ce développe-
ment pour I'exposer en seulement 15 minutes. Si c’est aussi votre cas, je vous
conseille de prouver seulement le point (ii).
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[FR]

Méthode

de Newton

Théoréme 1 (Méthode de Newton). Soit f : [¢,d] — R une fonction de
classe C? telle que f(c) < 0 < f(d) et f' > 0 sur [c,d]. On considére la suite
]{;((”;’:l)) (sous
réserve que x, € [¢,d]). Alors, f s’annule en un unique point a, et,

récurrente définie par xg € [c,d] et, pour tout n € N, 2,11 =z, —

(i) il existe a > 0 tel que, pour tout g € [a — @, a + ], la suite (z,,)nen est
bien définie et converge quadratiquement vers a;

(ii) si f” > 0 sur [a,d], alors, pour tout xzg €]a,d], la suite (2,)nen est

f"(a) 2

strictement décroissante et x — ~ s — .
ntl a n—-+4oo 2f"(a) (In a)

Preuve. Tout d’abord, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonc-
tion f s’annule bien en au moins un point a de [¢,d], car f est continue sur cet
intervalle avec f(c) < 0 < f(d). De plus, ce point est bien unique, puisque f
est strictement croissante. Considérons ensuite ’application,

F i [ed — R

f(z)
f'(x)
Alors, un point de [c,d] est un zéro de f si et seulement si c¢’est un point fixe

de F. D’ou l'idée d’étudier la suite (zn,)nen, qui est la suite des itérés de xg
par F. En effet, si (z,)nen converge vers un réel z,, alors,

xT — T —

Tpt1 = Fxy,) njoo F(zoo)

par continuité de F, et donc F(2s) = T, par unicité de la limite, c’est-a-dire
que T est un point fixe de F', donc un zéro de f par ce qui précéde. Ainsi, si
(zn)nen converge, c’est nécessairement vers a.

Etape n°1. Montrons le point (i). Soit = € [¢,d]. Puisque f est de classe C
sur [c,d] et deux fois dérivable sur ]c, d], la formule de Taylor-Lagrange assure
I’existence de z strictement compris entre a et x tel que,

f"(z)

z)+ —(a — )%

fa) = f(x) + f'(z)(a - 5

Or, f(a) = 0. En divisant par f'(z) (qui est non nul), puis en réarrangeant les
termes de cette égalité, on obtient donc,

)
27" (@)

F(z)—a (a —z)2. (1)
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En particulier, en posant C' = - (qui existe car f’ et f” sont continues

sur [c,d] qui est compact et f’ est strictement positive sur [¢,d)]), il vient,
|F(x) —a| < Cla — x>

Soit o > 0 tel que aC < 1. Alors, pour tout z € [a — o, a + @],
|F(x) —a] < Ca? < a

et donc lintervalle [a — av, a + o] est stable par la fonction F. En particulier, si
Zo € [a— a,a+ ], la suite (z,)nen est bien définie. De plus, pour tout n € N,

[Tyt —a| < Cla, —al*.
Et donc, par récurrence immédiate, on obtient que, pour tout n € N,
Cla, —a| < (Ca)*"

ce qui prouve finalement que (x,,),en converge quadratiquement vers a.

Etape n°2. Prouvons le point (ii). Supposons que f” soit strictement positive
sur [a,d]. En reprenant I’égalité (1)), on obtient donc, pour tout z € [a, d],

F(z)—a>0.

D’autre part, pour tout x €]a, d|,

f(=)

) <" =1

car f(x) > f(a) = 0 et f' > 0 sur [a,d]. Ainsi, lintervalle [c,d] est stable
par la fonction F. En particulier, si zg €]a,d], la suite (z,)nen est alors bien
définie, et a valeurs dans |a, d]. De plus, la suite (2, ),en est décroissante, car
pour tout n € N,

f'(wn)
car f(xn) > f(a) =0et f/ > 0 sur [a,d]. Ainsi, la suite (2, )nen est décrois-
sante et minorée. D’aprés le théoréme de convergence monotone, elle converge
donc vers un certain réel z,. Mais alors, par continuité de F,

Fz)=2z—

Tpt1 = Flag) =2, — < T,



Or, (Tp4+1)nen converge aussi vers o,. Par unicité de la limite, on en déduit
que Too = F(Zoo), C’est-a-dire f(zo) = 0, ce qui implique 2o, = a (car a est
l'unique point ou s’annule f). Ainsi, (2, )nen converge vers a.

Démontrons finalement 1’équivalent recherché. Pour tout n € N, la formule de
Taylor-Lagrange appliquée a f entre a et x,, assure l'existence de z, €la,x,]
tel que,

Tny1 —a [ (zn)

(@n—a)?  2f(zn)

Par encadrement de limites, la suite (2, )nen converge vers a. D’ot, en faisant
tendre n vers l'infini dans I’égalité précédente,

s —a /"(a)
(0 — @)% norvoo 2f7(a)’

car f’ et f” sont continues au point a. Finalement, on en conclut que,

f"(a)

i ~ — 2
Tntl =@ N i) T

Complément conseillé.

- Exemple. On fixe y > 0 et on prend f(x) = 2% — y. Résoudre alors la
relation de récurrence, et donner une estimation de l'erreur z,, — a avec
a = ,/y. Exercice 49 [FR].

Commentaires personnels. C’est un développement trés (trop 7) classique.
Mais il n’est pas nécessaire d’étre original pour étre admis au concours, donc
ce n’est pas un inconvénient majeur. De mon point de vue, c’est un bon choix
de développement, puisqu’il est accessible et rentre dans de nombreuses legons.
De plus, la méthode de Newton figure sur le programme du concours.
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[BB]

Nombres de Bell

Proposition 1 (Nombres de Bell). Pour tout n € N*, notons B,, le nombre
de partitions de l’ensemble [1,n]. Notons By = 1. Alors, pour tout n € N*|

“+ o0
1 n
By=-Y""
e = p!
Preuve. Pour tout n € N* et pour tout k € [0,n], on note,

- Pi([1,n]) Pensemble des parties & k éléments de 'ensemble [1,n],

- Qnt1,k Uensemble des partitions de Pensemble [1,n + 1] dont 1’élément
contenant n + 1 est de cardinal k + 1,

- R, l'ensemble des partitions de I’ensemble [1,n].
Etape n°1. Soit n € N*. Montrons que,

£

k=0

Bn+1

Soit k € [0,n]. Tout élément P de Q,41, s’écrit P = {AU{n+1}}UBou A
est une partie & k éléments de [1,n] et B est une partition de [1,n] \ A. Plus
précisément, en notant, pour toute partie finie F de N,

1035 [1,card(E)] — E

L L { min(F)
min(E\ {¢(1), ..., ¢(k)})

c’est-a-dire la suite finie qui énumeére les éléments de E dans 'ordre strictement
croissant, on obtient que ’application,

'Pk(ﬂl,n]]) X Roy—k
(A, P)

sik=1,

sinon.

— Qn+1,k
— {AU{n+1}}Uopnpa(P)

est bien définie et bijective. En particulier,

card(Qp1.4) = card(Py([1,n])) card(R_i) = (Z) B

Or, R, 41 est I'union disjointe des Q,41 pour k € [0,n]. Donc,

Sl RIS {1

k=0 k=0 k=0

Bn+1
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Etape n°2. Montrons par récurrence sur n € N* que B,, < n!. L’initialisation
est claire, et si B,, < n! pour un entier n € N* fixé alors,

Bpi1 < Zn: (k>k' < Zn' (n+1)!
k=0

en utilisant ’égalité précédente. Autre preuve. Soit n € N*. Pour toute partie

E de [1,n], notons vg le cycle (¢r(1),...,¢r(card(E))). Alors, application,
Rn — (G
{Pr,.... P} — {ypse )

est injective, et donc B,, = card(R,,) < card(&,,) < nl.

. B
Etape n°3. D’aprés I’étape n°2, la série entiére Z %t" posséde un rayon de
n!
neN
convergence R supérieur ou égal & 1. Notons S sa somme. D’aprés le théoréme

de dérivation des séries entiéres, S est dérivable sur | — R, R|[, avec,
—+oo +oo
B Byt
Vte]l—R,R[, S'(t) =Y —— gt = bty
|- REL S0 =2 Tyt =
n=1 n=0
Soit t €] — R, R[. En utilisant 1’étape n°1, I’égalité précédente fournit,
+o0o n +oo n
n 1 n Bk k: t"
S5 (1) Bt = X e
n=0 k=0 n=0k=0

tTL
g e Z

nEN

On reconnait alors le produit de Cauchy des séries entiéres Z

neN
dont les rayons de convergence sont respectivement R et +o0o0. Donc,

Xin\ (X B
S'(t) = <Z:) m) (ZO mt") = exp(t)S(t).
Etape n°4. D’aprés Pétape précédente, S est solution du probléme de Cauchy,

{ y'(t) = exp( Jy(t), t €] -
y(0) =

R, R|



Mais ce probléme de Cauchy (linéaire) admet pour unique solution,

|- R,R — R
t — L exp(exp(t))

Donc, pour tout ¢ €] — R, R[, S(t) = éexp(exp(t)). Soit t € R. Alors,
“+ o0 400 400 ntn

_Rep(t)’ _ N exp(pt) _ p
exp(exp(t) = Y =3 =22

! !
— P =0 D p=0n=0

En particulier, en remplagant ¢ par |¢|, on obtient que la famille ( %)(p’n)el\]z
est sommable. D’aprés le théoréme de Fubini, il s’en suit que,

+oo /400 pn s
exp(exp(t)) = Z ( ,) o
n=0 \p=0 p: ’

D’autre part, pour tout ¢t €] — R, R|,

exp(exp(t)) = eS(t) =e Z —!t”.

Par unicité du développement en série entiére de exp oexp, on en déduit que
R = 400, S = Lexpoexp et, pour tout n € N*

€

O

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement. Je recommande ce développement.
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|GH]

Projection sur un convexe fermé

Soit (H, (- | -)) un espace de Hilbert réel.

Théoréme 1 (Théoréme de projection sur un convexe fermé). Soit
C C H un convexe fermé non vide. Soit x € H. 1l existe un unique y € C' tel
que ||z —y|| = d(z, C), que 'on note Po(x). De plus, Po(x) est caractérisé par
la propriété : Po(z) € C et pour tout z € C, R((x — Po(x) | z — Po(x))) < 0.
On appelle projeté orthogonal de x sur C le vecteur Po(x).

Preuve. Commencons par montrer I'existence et 'unicité d’un tel élément.

Existence. Notons d = d(z,C). Soit (yn)nen une suite d’éléments de C telle
que,
(1)

Remarquons qu’il en existe au moins une, d’aprés la caractérisation de la borne
inférieure. Montrons que la suite (y,)nen est de Cauchy. Soit £ > 0. Soient
p,q € N. D’aprés l'identité du parallélogramme,

i o=y =

2||yp - 35”2 + 2”yq - x”Q = Hyp - yq”2 + ||yp +Yq — 2$||27

c’est-a-dire,

2
Yp + Yq _
2

o — all? = 214y — > + 2llyg — 2]? — 4
D’ou, par définition de d,
o — vall? < 2y — 2 + 2y — 2]? — 4

car % € C, par convexité de C. Or, d’aprés , il existe N € N tel que,
pour tout n > N, on ait ||y, — z[|> < d*+ §. Par suite, pour tous p,q > N,

||l/p - qu2 <e

ce qui prouve finalement que la suite (y,),en est de Cauchy. Puisque C est
complet, en tant que partie fermée de H qui est complet, on en déduit que
(Yn)nen converge vers un certain yo, € C. Alors, par continuité de la norme,

iz = gl = 7~ gl

D’ot, en utilisant (1)), ||z — yoo|| = d par unicité de la limite.
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Unicité. Soient y,z € C tels que ||z — y|| = ||z — z|| = d. Considérons
alors (up)nen la suite définie par,

%{g

Cette suite posséde deux valeurs d’adhérence, qui sont y et z. D’autre part,
elle vérifie,

si n est pair,
sinon.

et donc elle converge d’aprés 1’étape précédente. A fortiori, (uy)nen posséde
une unique valeur d’adhérence, ce qui implique y = z.

Caractérisation. Montrons finalement que le vecteur Po(x) est caractérisé
par la propriété Po(z) € C et,
Vze C, R((x — Po(x) | z— Po(x))) <0.

Soit z € C. Pour tout ¢t € [0, 1], notons z; = tz + (1 — t)Pc(x), qui est un

élément de C car C est convexe. Soit ¢ €]0,1]. Alors,
lz¢ — 2] > || Pe(z) — ||*.

(2)

Or,
Ize — z[|” = [lt(z — Po(x)) + (Pe(z) — )|

puis, en développant avec le produit hermitien,
lz¢ = z[|* = %]}z — Po(x)|* + 2tR((2 — Pe(2) | Po(z) = 2)) + [|Pc(x) — 2.
D’aprés I'inégalité 7 il s’en suit que,
t||2 — Po(x)|* + 2tR((z — Po(z) | Po(z) —x)) 2 0
et donc, en divisant par t qui est non nul,
tllz — Pe(@)|* + 2R((z — Pe(2) | Pe(x) — x)) > 0.

Cette inégalité étant vraie pour tout ¢ €]0, 1], on peut donc faire tendre ¢ vers
0 dans celle-ci, ce qui donne,

R((z = Po(z) | Pe(z) —x)) =0,

c’est-a-dire,
R((z = Po(z) | 2 — Po(x))) <0.



Donc, Po(x) vérifie bien cette propriété. Il reste a voir que c’est le seul élément
de C a la vérifier. Soit y € C' tel que,

VzeC, R((z—-ylz-y)) <0
Alors, pour tout z € C,

lz =2l = lle—y+y—=2|?
lz = yll* + 2R((z = y,y = 2)) + lly — 2]*

lz = 2l* = flz—yl?

car R((x —y,y — 2)) = —R(x —y,z —y) > 0. Donc, ||z —y| = d(z, C), ce qui
implique Pe(z) = y d’aprés le début de cette preuve. O

Remarque. La figure [10]illustre cette caractérisation du projeté orthogonal.
Figures. [I0]

Compléments conseillés.

- Distance entre un point et une partie fermée d’un espace vectoriel normé
de dimension finie : théoréme [I

- Théoréme de représentation de Riesz dans un espace de Hilbert :
théoréme [Il

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement, et qui se présente dans de nombreuses legons. De
plus, le théoréme de projection sur un convexe fermé figure sur le programme
du concours.
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Prolongement de la fonction Gamma d’Euler

Notons Hy = {z € C, R(z) > 0}.
Proposition 1. La fonction,

I HJr — C
+oo
z / t*~le tdt
0

est bien définie et holomorphe sur H, .

Preuve. Considérons la fonction,

fo HexRY
(1)

Nous appliquer le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral & f.

— C
tzfleft

(i) Pour tout z € H,, la fonction RY — C, t — f(z,t) est mesurable.
(ii) Pour tout t € R%, la fonction . — C, z — f(2,t) est holomorphe.
(iii) Soit K un compact de C inclus dans H. Notons,

a = min R(z), = max R(2).

qui sont bien définis et strictement positifs, puisque R est une fonction
continue de K qui est compact vers R* . Soit (z,t) € K x Ry. Alors,

f(Z, t) — exp((z _ 1) ln(t) _ t) — eii‘s(z) ln(t)e(%(z)—l) In(t)—t
En particulier, |f(z,t)| = e -Dm(O~ "ot donc,

7 >|<{e(a1)ln(”
z, )| <

e(,@—l) In(t)—t
(car la fonction In est négative sur ]0, 1] et positive sur [1, +o0o[). Ainsi,

£ (z,8)] < @(t)

p(t) = {

Or, ¢ est intégrable sur |0, 1], car elle est positive avec t* e~ o to—1
—
et « —1 > —1, et ¢ est intégrable sur [1,+oo], car tP~le™" = o(%).

t2
t——+o0

t=trlemt §it <1,

=th-1le t git>1.

L )
ol l'on a posé,

te et sit<1,

th-le=t sit>1.

Finalement, ¢ est intégrable sur |0, +o0].
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Ainsi, d’aprés le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction I'
est bien définie et holomorphe sur H, . O

Théoréme 2. La fonction I' admet un unique prolongement holomorphe sur

C\ (-N).

Preuve. On procéde en plusieurs étapes.

Etape n°1. Montrons que,

—+o0

_1\n “+o0
I'(z) = 2:;) n'((zl—:n) +/1 t*~tetat.

Soit z € H4. En développant 'exponentielle en série entiére, il vient,

12
2 1 7tdt / tn+z 1dt
[ > 5

n=0

Vz € Hy,

Appliquons ensuite le théoréme de Fubini pour permuter la somme et I'intégrale
ci-dessus. Tout d’abord, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli,

1 +oo 1 400
n+z—1 n+R(z)—1
/ (St / Z n't dt.
— €IS IO RO W) | = (RO, Par suite,
1 +oo 1
/ t”*z—l dt :/ RE1etgt « 400
0

car tR(=)—1et o tR(=) =1 et R(2)—1 > —1. On peut donc appliquer le théoréme
—

de Fubini-Lebesgue, ce qui donne,

1 +oo +o00 1 too 1
—1)" —1)” tn—i—z
/ tn-i—z 1dt E ( ) / tn-i—z—ldt _ § ( ) |: :|
= n! Jo = n! [n+z],

et donc,

1+OO n+z—1 (1)n
[ X Glea= T 00

[BM]



D’ou l'égalité (1).
Etape n°2. Pour tout n € N, notons,

C\{-n} — C
(=n"
nl(n+ z)

In

z

Montrons que la somme g de la série de fonctions Z gn est holomorphe sur
neN

C\ (-N).
(i) Pour tout n € N, g,, est holomorphe sur C\ (—N).

(if) Soit K un compact de C inclus dans C\ (—N). Notons,
N = Lmax |Z|J + 1
zeK
Pour tout z € K, et pour tout n > N + 1,

gule)l = e €
Ini# ~nlln+z| T nl(n— N)

1
nl(n — N)

puisque [n+z| >n—|z| > n— N. Or, la série E converge.
n>N
Donc, E gn converge normalement sur K.
neN

Des points précédents, on en déduit que g est holomorphe sur C\ (—N).

Etape n°3. Par ailleurs, en appliquant de nouveau le théoréme d’holomorphie
sous le signe intégral a f, cette fois-ci sur [1, 00|, on obtient que 'application,

h : C — C
+oo
z / t*~tetdt
1
est holomorphe sur C, et donc la fonction g + h est holomorphe sur C\ (—N).
Or, d’aprés 1’égalité ,
Vz € Hy, T'(z) = g(z) + h(z).

Ainsi, g+h est un prolongement holomorphe de I" sur C\ (—N). De plus, un tel
prolongement est unique par le principe du prolongement analytique, puisque
C\ (—N) est un ouvert connexe. O

Compléments conseillés.
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- Etude de la fonction Gamma d’Euler sur R, : Analyse de X. Gourdon
(ellipses). Chapitre 4, sujet d’étude 1.

- Formule de Gauss, formule des compléments, formule de duplication,
formule de Weierstrass (voir ce document))

Commentaires personnels. Développement assez technique, exploitant de
nombreux théorémes d’analyse au programme : théoréme d’holomorphie sous
le signe intégral, holomorphie de la somme d’une série de fonctions holomor-
phes (en cas de convergence normale), principe du prolongement analytique. Je
pense qu’il est important de bien citer toutes les hypothéses requises pour ces
théorémes (a l'oral). Il se recase dans de nombreuses lecons. Je recommande
ce développement.


https://agreg-maths.fr/uploads/versions/1457/fonction_gamma.pdf

Série des inverses des nombres premiers

Soit (pn)nen+ la suite des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant.

n

1
Théoréme 1. Soit a > 1. La suite (H a) converge vers ((a).
k=1 1= P neN*

Preuve. Soit a > 1. On procéde en plusieurs étapes.
Etape n°1. Soit P la mesure de probabilité sur (N*, P(N*)) telle que :

1 1
((a) n
1l s’agit de la mesure de probabilité sur (N*, P(

]P’(A):ﬁzn%.

neA

Vn e N*, P({n}) =

N*)) définie par,

VA C N*,

(cf. proposition .
Remarque. La loi de probabilité P est appelée loi ( de paramétre «.
n
Etape n°2. Pour tout n € N*, notons A4,, = ﬂ (N*\ p&N*). Montrons que,
k=1

1

(o3

(i) pour tout m € N*,

or(04) o

neN*

(iii) les événements de la famille (p,N*),en+ sont mutuellement indépendants.

Tout d’abord, pour tout m € N*,

too
P(mN*) = % Z

k=1

11 *i’ 11

a C(a) ko - me”
k=1

D’oit le point (i). Ensuite, on a,

1 An= ) O \paN) =

neN* neN*

{m e N*, Vn e N*| p, fm} = {1}.
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En particulier, en utilisant le point (i),

(ﬂA) P({1}) = ﬁ'

neN*
D’ou le point (ii). Enfin, si I est une partie finie de N* alors,

(piN* ppcm pi)N* = (Hm) N*

el el

(la premiére égalité est vraie en toute généralité, et la seconde est vraie car les
p; sont des nombres premiers deux a deux distincts), et donc,

P(QMN*> H =[] P@:N)

ZEI i€l
en utilisant le point (i), et donc les événements de la famille (p,N*),ecn+ sont
mutuellement indépendants.

~ est convergent avec,
n

Etape n°3. Montrons que le produit H
neN*

+oo

1
= =

Puisque (A, )nen+ est une suite d’événements décroissante (pour 'inclusion),
le théoréme de convergence monotone assure que,

RJim P(An ( A ) ()
neN*

Or, les événements de la famille (p,,N*),,en+« étant mutuellement indépendants,
ceux de la famille (N*\ p,,N*),,cn+ le sont aussi. D’ou, pour tout n € N*,

n n

:H (N*\ p,N¥) :H P(N*\ p,N")) :H(l_
k=1

k=1 k=1

Finalement, on en conclut que,

- 1
H n—>+o<> @

k=1

[JR]
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c’est-a-dire,

¢(a).

n
II an++w
k—l

O

Pour démontrer que la série Z 2z est divergente, nous aurons besoin du fait
neN*
que o1‘1_>m1 ¢(a) = 4o00. Dans la proposition suivante, on énonce un résultat plus
. g>1
précis.

Proposition 2. On a ((a)

. En particulier, lim {(«) = 4o0.
a—1

a—=l o —1
a>1 a>1

Preuve. Nous allons effectuer une comparaison série-intégrale. Fixons a > 1.
Puisque I"application ¢ — ;% est décroissante sur [1, 400, on a,

+oo 1

+oo +o0

1 dt
—_ = = 7< = .
1= zka S s w Sl

k=1
oo dt 1
Or,/ — =
1 t™ Oé—l

. D’ou,

puis, en multipliant par o — 1,

I1<(a—1)¢(o)<1l+a—-1=a—1
a1

et donc par encadrement de limites, liml(a —1)¢(a) = 1, c’est-a-dire,
a—

a>1
1
Cla) ~ Sra=T
a>1
~+00. O

En particulier, lim {(«a) =
a—1
a>1

1
Théoréme 3. La série Z — est divergente.
neN*

Preuve. Soit o > 1. Dans le théoréme I} on a vu que,

I (=) =

lim
n——+oo
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Par les propriétés de calcul et par continuité de In, il s’en suit que,

n . . n 1
—gln(l —p7) = nﬂﬂJ“(H <1_o¢>> = In(¢(@)).

k=1

lim
n—-+oo

Ainsi, la série E In(1 — p,“) est convergente avec,
neN*

+oo
=D (1 —p;®) =(((a).

D’autre part,
1

— — -1 ~ R
hl(l Pn ) n—-4o0o Pn
et,

Vn € N*, —In(1 —p, ') >0.
1
—p, 1) est divergente si et seulement si Z — est

Pn
neN* nEN*
divergente. Montrons que la premiére série est divergente. Soit A > 0. Alors,

il existe a > 1 tel que In(¢(a)) > A+1, car hm1 In(¢(a)) = +o0. D’autre part,
a—r
a>1
puisque la série de terme général In(1 — p %) est convergente, il existe N € N
tel que, pour tout n > N,

Ainsi, la série — Z In(1

<1

+oo
> In(l-pp)

k=n-+1

Or, pour tout n € N*,

—Zlnl—pk > —

et d’aprés l'égalité ,

> In(1-p®)
k=1

+oo
> In(l-pp®)

k=n-+1

En utilisant la seconde inégalité triangulaire, il s’en suit que, pour tout n > N,

Z In(1—p,“)

k=n-+1

n

—Zln(l—pk ) > |In(¢

k=1

J>A+1-1=A.




Ainsi, pour tout A > 0, il existe n > N tel que, pour tout n > N,
n
=Y Im(l-p)= A
k=1

ce qui signifie que la série — Z In(1 — p, ') est divergente. Finalement, en
neN*

1
utilisant ce qui précéde, on en conclut que la série g — est divergente. [
Pn
neN*

Complément conseillé.
- Mesure de probabilité associée a une série : proposition

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se recase
dans de nombreuses lecons. Par contre, le développement est assez long. Ne
démontrez surtout pas la proposition |2| durant votre exposé. Ecrivez directe-

ment que (o) ~ , et précisez a 'oral que cet équivalent se démontre
o

-1 a—1
a>1

en effectuant une comparaison série intégrale. En revanche, entrainez-vous a
rédiger proprement cette comparaison série-intégrale : c’est niveau licence donc
vous devez étre irréprochable.
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Systéme de Lotka-Volterra

Cette version est fortement inspirée de celle I’EWna (qu’on peut trouver ici).

Théoréme 1 (Systéme de Lotka-Volterra). Soient a,b,c,d € R% . Soient
to € R et zg,yo € R%. Considérons I'équation différentielle,

' = ax — bry,
{ y' = —cy+dxy, (&)

puis notons (Cp) le probléme de Cauchy associé a (E) en (to, (zo,yo)). Alors,
il existe une unique solution globale (sur R) de (Cj), et celle-ci est périodique.
De plus, on peut prédire lallure du portrait de phase de (E).

Preuve. On procéde en plusieurs étapes.

Etape n°1. Vérifions tout d’abord que (Cjp) est bien un probléme de Cauchy.
Considérons ’application,

F R x R2 — R2
(t,(z1,22)) +—— (awq — bxix9, —CTo + dx122)

Alors, si x,y sont des fonctions dérivables de R dans R, x et y sont solutions
de (Cy) si et seulement si Y = (z,y) est solution du probléme de Cauchy,

{ Y = F(Y),
Y(to) = (‘Tovyo)'

Puisque F est de classe C!, le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence
d’une unique solution maximale (I, (z,y)).

Etape n°2. Montrons que,
Vtel, z(t) #0.

On raisonne par I'absurde en supposant qu’il existe ¢; € I tel que z(¢t;) = 0.
Montrons que x est alors identiquement nulle sur I. Notons (C7) le probléme
de Cauchy associé a (E) sur 'intervalle I en (¢1, (0,y(¢1))). Avec ces notations,
(z,y) est solution globale de (C}). Pour montrer que = est nulle sur I, nous
allons exhiber une autre solution globale de (Cy) de la forme (0,v). En effet,
en cherchant une solution sous cette forme, on obtient que,

(u,v) := (t — 0, t > y(t;)e )

est solution globale de (C1). En particulier, (z,y) et (u,v) sont deux solutions
maximales de (C7). Or, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une
unique solution maximale au probléme de Cauchy (C7). Donc, z = 0 sur I, ce
qui contredit z(tg) = xg > 0. Ainsi, 2 ne s’annule pas sur /. Puisque z est
continue sur I, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que,

Vtel, z(t) > 0.
De facon analogue, on obtient que,
Viel, y(t) > 0.

Etape n°3. Montrons que z et 3 sont bornées, ce qui permettra de conclure
que I = R en utilisant le théoréme de sortie de tout compact. Notons,

(R%)?
((t),y(t))
On cherche une fonction H : (R%)? — R telle que H o v soit constante. Tout
d’abord, pour tout t € I,

vy I —
t —

z'(t)
y'(t)
=—c+dz(t
y(t) )
car (I, (x,y)) est solution de (Cp). Par suite, pour tout ¢t € I,
z'(t) y'(t)
—c+dx(t)) = (a — by(t
(et o) = (o = by(0) L5
Notons ensuite,
H : (RY)? — R
(x1,22) +— dxy —cln(zy) + bxe — aln(xs)

Montrons que H o« est constante. Pour tout ¢ € I,

(H 0 7)(t) = da(t) — cIn(x(t)) + by(t) — aln(y(t)).

D’ou, pour tout t € I,

(H o) () =



https://www.agreg-maths.fr/uploads/versions/3916/Lotka-Volterra.pdf

et donc H oy est constante. Notons ensuite, pour tous «a, 5 € R7,

Fap @ RY — R

s +— fBs—aln(s)
de telle sorte que,
V(ml,xg) S (Ri)2a H(.’El,xg) = fc,d(ml) + fayb(xg).

En dérivant F, g, on obtient le tableau de variations suivant.

s 0 5 400
}—&,5(3) - 0 +
“+00 —+00

/

Fa5(5)

Fa,p

En particulier, F. 4 et F,; admettent tout deux un minimum global. Notons
K = (H o+v)(0). Puisque H o~y est constante, il vient,

Viel, Fealx(t) = K — Fap(y(t)) < K —minFy

Or, puisque lim F¢ 4(s) = +o0, il existe M € R tel que,
5—+400

Vs > M, Fea(s) > K —min Fgp.
Des deux inégalités précédentes, on en déduit que,
Viel, z(t) <M
(voir figure[12). Ainsi,
Viel, 0<xz(t) <M,

et donc x est bornée sur I. De fagon analogue, on obtient que y est bornée sur
I. D’aprés le théoréme de sortie de tout compact, on en déduit que I = R, et
donc (z,y) est une solution globale (sur R) de (Cj).

Remarque. En fait, puisque liH(l) Fed(s) = 400, le méme argument donne aussi
S—
I'existence de m € R tel que, pour tout ¢t € I, x(t) > m.

Etape n°3. Passons ensuite a4 une étude qualitative de équation différentielle
(E). Tout d’abord, les isoclines horizontales et verticales de F' sont :

{ Iy = {(z1,22) € R?, z1(a —bxy) =0} = ({0} x R) U (R x {¢}),
Io = {(21,22) € R?, (—c+dzq)zs =0} = ({5} x R) U (R x {0}).
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Les points d’intersection (0,0) et (5, #) sont les points d’équilibre de (). On

partitionne alors le quart de plan R x R en quatre régions (voir figure :
A=]0,5[x]o, 3],
B = [§,+oo[x ]0, 4],
€ =g o] x 3. +o0].
D =10, 3] x]§, +ool.

Dans ces régions, on connait la direction globale du champ de vecteur 7, c’est-
a-dire le sens de variation de z et y. En effet, pour tout ¢ € I,

{ ' (t) = x(t)(a — by(t))
y'(t) = (—c+dx(t)y(?)

et donc si t € R est tel que y(t) € A\ Iy alors 2/(t) > 0 et y'(¢) < 0, ce qui
entraine que x est strictement croissante et y est strictement décroissante sur
un voisinage de t (puisque z’ et y’ sont continues sur I). De fagon analogue,
on obtient la direction globale de v en distinguant neuf cas, présentés sur la

figure [13| (le neuviéme cas est le point d’équilibre (§, ¢)).

Etape n°4. Supposons (z9, o) € A et montrons qu'il existe alors t; > g tel
que Y(t1) € B. On raisonne par ’absurde en supposant que, pour tout ¢t > to,
~(t) ¢ B. Les sens de variation de z et y fournissent alors,

vVt > to, ’)/(t) €A

(car si v sort de A, ¢a ne peut étre que vers B, cf. les directions du champ de
vecteur v sur la figure . Par suite,

- x est (strictement) croissante et majorée sur [tg, +o0o[ (car ' > 0),
- y est (strictement) décroissante et minorée sur [tg, +o00[ (car ¥’ < 0).

D’aprés le théoréme de convergence monotone, x et y admettent tout deux une
limite en +o00, que ’on note respectivement z ., et Y0, €t 'on a donc (oo, Yoo )
qui est un point d’équilibre de (E). Or, par croissance de z,

Vt > tg, Too = xg > 0.

Donc (T, Yoo) = (§, §). D’autre part, par décroissance de y,

a
Yt > to, 5=yoo§yo§

S e

Donc y est stationnaire en ty, ce qui contredit le fait que y soit strictement
décroissante sur [tg, +oo[. D’ou l'existence de t1 > ¢y tel que v(¢1) € B.



Etape n°5. En itérant le raisonnement, on obtient alors I'existence de réels
to,t3, s, t5 tels que t5 >ty > t3 >ty > tq et,

v(tz) € C, v(t3) € D, v(t4) € A, ~v(t5) € B.

Le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & x assure qu’on peut choisir
t1 et t5 de telle sorte que,
c
a(t) = 2(ts) = -,
c’est-a~dire que y(t1),v(ts) € BN Is. Montrons que y(t1) = v(t5), c’est-a-dire
que y(t1) = y(ts). Puisque H o est constante, on a,

]:a,b(y(tl)) =K - ]:c,d(x(tl)) =K - ]:c,d(x(tS)) = ]:a,b(y(t5>)’

Or, y(t1),y(ts) €]0, ¢[ et Fup est injective sur |0, ¢[ (car strictement décrois-
sante sur cet intervalle). Donc y(t1) = y(¢5), ce qui prouve que y(t1) = v(t5).

Etape n°6. Montrons finalement que v est périodique. Notons T = t5 — t;
(qui est strictement positif), et considérons ’application,

7R — (R}
t — t+T)

Alors, v et ¥ sont deux solutions globales du probléme de Cauchy (C;) associé
a (E) en (t1,7(t1)). Or, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ce probléme
de Cauchy admet une unique solution, ce qui implique que,

VtER, y(t+T) =~(t)

c’est-a-dire que «y est T-périodique. Ainsi, v est périodique. Toutefois, depuis
l’étape n°4, on a supposé (zg,yo) € A. En fait, si (zo,y0) € AUBUCUD, le
méme raisonnement permet de conclure que y est périodique. En effet, méme
si les autres régions ne sont pas bornées (contrairement & A) nous n’avons pas
utilisé cette hypothése sur A. Enfin, si (2,y0) = (3, ) alors v est constante
(a fortiori périodique). O

Figures. [12] [13]

Compléments conseillés.

- Théoréme de Cauchy-Lipschitz : théoréme

- Théoréme de sortie de tout compact : théoréme [2]

Commentaires personnels. Développement assez technique et trés long si
on écrit tous les détails. De plus, il se recase dans peu de legons. Mais beaucoup
de ces détails peuvent étre exposés oralement. Pour étre tout a fait honnéte, je
ne maitrisais pas suffisamment ce développement pour ’exposer en seulement
15 minutes. Malgré cela, je pense que c’est un bon choix de développement. Il
vous offre 'opportunité de dessiner, ce qui sera apprécié par le jury.
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Théoréme central limite

On se place sur un espace probabilisé (€2, .4,P). Soient (X, )nen+ une suite de
variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle (sur (Q,.A)).

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ZXk.
k=1

Théoréme 1 (Théoréme central limite). On suppose que les variables
aléatoires de (X,,)nen+ sont indépendantes et identiquement distribuées et que
X1 € L3(Q,A,P). On note ensuite m = E[X;] et 0 = /V[X;]. Alors, la
suite de variables aléatoires (S”\;%””)TLGN* converge en loi vers toute variable
aléatoire dont la loi est N'(0, 02).

Preuve. Pour tout n € N*, notons 9, = @su-—nm et ¢ = px,_pm) (qui est la

fonction caractéristique commune & toutes les variables aléatoires X,, — m, car
celles-ci sont identiquement distribuées). Montrons que,

S, —nm
Vn
D’aprés le théoréme de Lévy, il suffit de montrer que la suite (¢, )nen+ converge

simplement sur R, vers la fonction caractéristique de la loi normale d’espérance

o242

m et d’écart type o, c’est-a-dire la fonction ¢ — e~ 2

N(0,0%).

n—-+4oo

Etape n°1. Soit n € N*. Calculons t,,. Les variables aléatoires X1, ...
étant mutuellement indépendantes, on a donc, pour tout t € R,

Un(t) = kﬁlsoxkﬁm(t) = (sow“))n - <¢ (Vtﬁ»

Etape n°2. Pour étudier la convergence simple de la suite de fonctions précé-
dente, on prouve tout d’abord le résultat suivant :

' Xn

Ya,b € D(0,1), |a" —b"| < n|a —b|.

En effet, si a,b € D(0,1) alors,

n—1 n—1
la™ = o™ = |(a —b) Z a1k <o — b Z\a|k|b|"_1_k < nla — bl.
k=0 k=0

Etape n°3. Fixons finalement ¢ € R et étudions la convergence de la suite
(%ff(ﬁ))neN*- Pour cela, nous allons effectuer un développement limité de ),
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en utilisant la formule de Taylor-Young. En effet, 1 est de classe C? sur R car
X, € L2(Q, A,P), avec notamment,

¥(0) =E[lo] = 1,
Y'(0) =4E[X; —m] =0,
P"(0) = i2E[(X; —m)?) = —V[X; —m] + (E[X; —m])? = —02.

D’aprés la formule de Taylor-Young, il existe donc une fonction € : R — R telle
que, }llirrb g(h) =0, et, pour tout h € R,
—

2h2
w(h):1—"2 + e(h)h2.
Fixons ensuite n € N*. D’aprés ’étape n°2,
t\\" o2 t?\" t o?t?
—)) = (1-2—) |< — )+ 1.
((F) - 0-50) = p(m) 5
Or, d’aprés I'égalité précédente,
t 242 t\ t?
R L R
vn 2n vn) n
Donc,
t\\" a2t \" t
— —(1—-— < — )| t? 0.
() -(0-%0) [=G)le =
2

O'2t2 " a2t
Sachant que {1 — —— — e~ 2, on en conclut que,

2n n—r+00
t n 0242
= (o( ) ¥
ce qui achéve la preuve. O

Compléments conseillés.

- Convergence en loi : théoréme [2}

- Fonction caractéristique (probabilités) : proposition

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement, et qui se présente dans de nombreuses legons.
De plus, le théoréme central limite figure sur le programme du concours. En
revanche, ce développement est un peu court. Il faudrait peut-étre ajouter une
application. Je vous laisse y réfléchir (désolé, je n’aime pas les probabilités).
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Théoréme d’Ascoli

Théoréme 1 (Théoréme d’Ascoli). Soit A une partie de C(X,K). Alors,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la partie A est équicontinue et bornée;
(ii) la partie A est relativement compacte.

Preuve. On procéde par double implication.

e (i) = (ii). Supposons que A soit équicontinue et bornée. Tout d’abord, K
est séparable car compact, c’est-a-dire qu’il existe une suite (x,)pen d’éléments
de K telle que I'ensemble {x,, p € N} soit dense dans K. Soit (f,)nen une
suite d’éléments de 4. Nous allons construire une application ¢ strictement
croissante de N dans N telle que (f,(n))nen converge uniformément sur . On
remarque tout d’abord que la suite (f,)nen est bornée, car A est borné, et
donc il existe M € R tel que, pour tout n € N, || fnllec < M. En particulier,
pour tout p € N, 'ensemble,

{fn(zp)v ne N}

est relativement compact dans C, car inclus dans D(0, M) = {z € C, |z| < M}
qui est compact. Par le procédé d’extraction diagonale, on peut donc con-
struire une application ¢ : N — N strictement croissante telle que, pour tout
p € N, la suite (f,(n)(2p))nen converge dans C.

Montrons que (fy(n))nen est de Cauchy dans (C(K,C),|-|lss). Soit € > 0.
D’apreés le théoréme de Heine, A est uniformément équicontinue, c’est-a-dire
qu’il existe o > 0 tel que,

Vf € A, Y(zy,12) € X2, (d(ml,xg) <a=|f(z1) — f(z2)] < %) (1)

Or, Pensemble {x,, p € N} est dense dans K. Donc,

K C U B(zp, o).
peEN

Par compacité de K, il existe alors y1,...,¥m € {zp, p € N} tels que,

K C U B(yg, o).
k=1
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Soit k € {1,...,m}. La suite (f,(n)(¥x))nen est de Cauchy dans C car conver-
gente. D’ou l'existence de Nj, € N tel que,

VPa q > Ny, Iftp(p) (yk) - ftp(q) (yk)l <3 (3)

w | m

Posons alors N = max (Ny). Montrons que,
1<k<m

Vp,q > N, Vz € K, |f<p(p)(m) _fcp(q)(x” <e.

Soient p,g > N et x € X. D’aprés l'inclusion (2)), il existe k € {1,...,m} tel
que = € B(yx, «). Par suite, d’aprés 1’assertion ((1)),

VieA [f(z) = fly)l <

wW| ™

En particulier,

€
|f<P(P)(x) - f@(?)(yk)l <5 |f<p(q) (.’L‘) - fap(q) (yk)‘ <
3
Or, par inégalité triangulaire,

|fom) (@) = forq (@) <

Wl ™

| o) (@) = Fo) W) + | o) W) = Ffiota) (Yk)]
+ |f<p(q)(yk) - f«p(q)($>|'
D’ou,
2e
| fo) (@) = fota) (@) = 5+ [fo) (WE) = Fota ()]
Puis, en utilisant I’assertion ,

2 e __
e

|fsa(p)($) - fga(q)(x” < 3

car p,q > N > Ni. Finalement,
Ve >0, AN €N, Vp,q > N, ||f¢(p) — fw(q)|‘oo <e

Ainsi, (fy(n))nen est de Cauchy dans (C(K,C), |||[oc). Ce dernier étant com-
plet, il en résulte que (f,(n))nen converge dans (C(K,C),[|-|lsc). On en conclut
que A est relativement compacte.

o (i) = (i). Réciproqugment, on suppose que A est relatilement compacte, ce
qui équivaut a ce que A soit compacte. En particulier, A est bornée et donc
A est également bornée. Soit £ > 0. Alors,

Ac B(f,%).

feA



, fn € A tels que,
" €
AcC B( , —) )
U B (/i3
k=1
Soit k € {1,...,n}. D’aprés le théoréme de Heine, fj est uniformément con-

tinue sur K en tant que fonction continue sur un compact. Autrement dit, il
existe ay > 0 tel que,

Par compacité de A, il existe fi,...

(4)

Y(a,y) € K, (d(z,y) < ax = |file) ~ fulw)| < 5).

Posons alors @« = min («y). Montrons que,
1<k<n

V€A Y(zy) € K, (dlz,y) <a=|f(z) - f(y)| <e).

Soient f € Aet z,y € K tels que d(z,y) < o. D’aprés I'inclusion (d), il existe
ke {1,...,n} tel que, f € B(fk, %) Par inégalité triangulaire, il s’en suit
que,

1£) — S < 17@) ~ fela)|+ ala) — Fel)] + filw) — £ )
et donc,
17) = FWI 207 = fuloe + (o) — fule)] < 5 + 5 =
car f € B(fi,5) et d(z,y) < a < ay. Ainsi,

Ve >0, 3a >0, Vf € A, V(z,y) € K2, (d(z,y) <a = |f(z) — f(y)| < ¢)

c’est-a-dire que A est uniformément équicontinue. A fortiori, A est équicon-
tinue. O

Remarque. 11 existe un énoncé plus général du théoréme d’Arzela-Ascoli, car-
actérisant les parties relativement compactes de C'(X, F), ou (X,dx) est un
espace métrique compact et (E,dg) est un espace métrique complet.

Application 2. Soient M, c € R et a €]0,1]. Considérons,

V(z,y) € 0,12, |f(z) — f(y)| < M|z —y|* }
|f(0)] <c '

Alors, A est une partie compacte de (C([0,1],C), ||||cc)-

A= {f € C([0,1],C)

Preuve. Montrons tout d’abord que A est bornée. Soit f € A. Alors, d’aprés
la seconde inégalité triangulaire,

Vo e X, |f(z)| < M|z|* + |f(0)]
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car |z|* = exp(aln(|z])) < exp(0) = 1. D’ow, || f|lcc < M +c, ce qui prouve que
A est bornée. Montrons ensuite que A est équicontinue. Soit € > 0. Posons
n = exp(éln(ﬁ)). Alors, pour tout f € A et pour tous z,y € X tels que

|z —y| <mn,
M (exp(iln(ﬂ?)))a — e

Donc A est équicontinue (et méme uniformément équicontinue). D’aprés le
théoréme d’Ascoli, on en déduit que A est une partie relativement compacte
de C([0,1],C), et donc que A est compact dans (C([0,1],C), ||||ec). Pour con-
clure, il suffit donc de montrer que A = A, c’est-a-dire que A est fermé dans
(C([0,1],C), |Illoo)- Soit (fn)nen une suite de fonctions a termes dans A qui
converge vers f dans (C([0,1],C), ||||sc)- Soient z,y € [0,1]. Alors, pour tout
n €N,

(@) — F(y)] < Mz —y|* =

(@) = fa(y)] < Mlz —yl%,
et | fn(0)] < c. D’ot, en faisant tendre n vers Iinfini,
[f (@) = fy)l < Mz —y|*,

et |f(0)] < ¢, car (fn)nen converge simplement vers f sur [0, 1]. Donc, f € A.
Ainsi, A est fermée, ce qui achéve la preuve. O

Compléments conseillés.
- Compacité relative : sous-section [3.4]
- Complétude et espaces de fonctions : théoréme [I}
- Equicontinuité : sous—section
- Séparabilité : proposition [2]

Commentaires personnels. Développement long et trés technique, nécessi-
tant de nombreux prérequis. Malgré cela, il s’agit d’un de mes développements
favoris. Je vous le recommande si vous appréciez la topologie et 'analyse fonc-
tionnelle. De plus, le théoréme d’Ascoli figure sur le programme du concours.
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Théoréme d’Hadamard-Lévy

Théoréme 1 (Théoréme d’Hadamard-Lévy). Soit f : R®™ — R™ une ap-
plication de classe C2. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un diffeomorphisme de classe C' de R™ dans R",

(ii) pour tout z € R™, Df(z) est inversible, et | ‘lim | f ()| = +oo.
—+00

||

Preuve. On procéde par double implication.

e (i) = (ii). Soit € R™. En utilisant la formule de composée d’applications
différentiables, il vient,

Idgn = D(Idgn)(x) = D(f~* o f)(w) = Df~*(f(x)) o Df(x)

ce qui prouve que D f(z) est inversible, d’inverse Df~1(f(z)). Fixons A > 0.
L’ensemble,
{z eR", [|f(2)]] < A}

est compact, car c’est 'image réciproque du compact B(0, A) par I'application
f~1 qui est continue par hypothése. En particulier, il existe R > 0 tel que,

{z eR", [[f(2)]| < A} C B(0, R).
En passant au complémentaire dans I’inclusion précédente, il s’en suit que,
vz eR", (l|z| > R=[f(z)] > A).

Et donc,

lim | f(z)]| = +o0.

|z —+o0
e (ii) = (i). Quitte a remplacer f par la fonction R” — R", z — f(z) — f(0),
on peut supposer sans perte de généralité que f(0) = 0. Nous allons construire
une application s : R x R” — R"” telle que,

V(t,z) e RxR", (fos)(t,x)=tx. (1)

Supposons que s : R x R® — R" soit une application différentiable vérifiant
I'égalité . En dérivant cette égalité par rapport a ¢, on obtient,

V(t,z) e R x R"™, Df(s(t,x))(0:s(t,x)) =

Et donc,
V(t,l‘) € R xR, ats(tvx) = (Df(s(tax)))il(x)
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Cette derniére égalité nous améne a étudier le probléme de Cauchy autonome,
dépendant d’un parameétre z € R”, suivant,

y'(t) = F(z,y(t)), teR
(Cy) :
y(0)=0
ot 'on a noté,
F : R*xR* — R

—

(2,2) (Df(2))" (=)
L’application F est de classe C'. En effet, application

b : GLR")xR* — R"
(¢, ) — ()
est de classe C° en tant qu’application bilinéaire. De plus, on sait que,
A . GLR") — GL(R™)
¥ — p
est de classe C'*°. Les applications,
m : R*"xR*" — R" | m9 R™” x R* — R"
(,2) +— = (z,2) +— =z

sont aussi de classe C'° en tant qu’applications linéaires. Enfin, ’application,

Df R™ — GL(R")
z +— Df(z)

est de classe C! car f est de classe C?. Ainsi,
F=bo(AoDfomy,m)

est de classe C''. En particulier, pour tout # € R", F(x,-) est de classe C*, et
le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure donc l’existence d’une unique solution
maximale (]t~ (z),t"(x)][, s;) au probléme de Cauchy (C,).

Soit zp € R™. Montrons tout d’abord que,

Yt €]t (o), t" (o), f(sz,(t)) = txo. (2)

Notons u :|t™ (z0), T (zo)[— R™, t — f(Su,(t)) — tzo. Puisque s, est solution
de (Cy), u est dérivable avec, pour tout ¢t €]t~ (z),t T (x0)],

u'(t) = D f (520 (t))([s20] () — 20 = 0.



Donc u est constante. Sachant que w(0) = 0, il s’en suit 1'égalité . Montrons
ensuite que t*(z9) = +oo. On raisonne par contradiction en supposant que
t*(x9) < +0o0. D’apreés le théoréme de sortie de tout compact, il vient donc,

li )| = +oo.
Jim (a0, )] = +o0
Et puisque lim || f(y)|| = +o0, ceci implique,
llyll—+o0
li N[ = +oo.
i (s, )] = +o0

Or, d’aprés I'inégalité (2)),

li )=l tag| = [tT : < +oc.
im (s )] = lim ol = 6 o)) -] < +oc
D’ot, t7(xp) = +00. De méme, on obtient ¢t~ (xq) = —oo. Ainsi, 'application,
s : RxR*" — R
(t,x) +— sz(t)

est bien définie et vérifie I’égalité , d’apreés ’égalité . De plus, le théoréme
de Cauchy-Lipschitz a paramétre assure que s est de classe C!, car F est de
classe C'. En particulier, la fonction,

Rn
s(1,z)

g : R* —
T —

est de classe C! et vérifie,
vz e R", f(g9(z)) = =.

En particulier, f est surjective. Montrons ensuite que g est surjective. Pour
cela, nous allons utiliser un argument de connexité.

e Montrons que g(R™) est fermé. Soit (z,)nen une suite a termes dans R”
telle que (g(xy))nen converge vers y. Par continuité de f, il vient,

lim  f(g(zn)) = f(y).

n—-+oo

lim =z, =
n—-+oo

Puis, par continuité de g,

lim g(zn) = g(f(y))

n—-+oo

y:

En particulier, y € g(R™), ce qui prouve que g(R™) est fermé.

e Montrons que g(R™) est ouvert. Soit o € R™. Puisque f est de classe
C! et que Df(zg) est inversible, le théoréme d’inversion locale assure
Pexistence de,
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- U un ouvert de R™ contenant z,

- V un ouvert de R™ contenant f(zg),
tels que l'application,

v

¢ U —

soit un difféomorphisme de classe C'. D’autre part, par continuité de g,
il existe un ouvert U’ de U tel que g(U’) C U. Or,

9(U") = ¢~ (e(g(U"))) = ¢~ (U).

Mais ¢~ 1(U’), image directe de U’ par ¢!, est aussi 'image réciproque
de 'ouvert U’ par ¢ qui est continue. C’est donc un ouvert de R™. Ainsi,
g(U’) est un ouvert de R™, contenu dans g(R™) et contenant g(zg), ce
qui prouve que g(R™) est ouvert.

Ainsi, g(R™) est une partie non vide, fermée et ouverte de R™. D’ou,
g(R") =R"

par connexité de R™. Ainsi, f est bijective de bijection réciproque g. Sachant
que f et g sont de classe C', on en conclut que f est un difféomorphisme de
classe C!' de R™ dans R". O

Remarque. Le théoréme reste vrai si f est supposée seulement de classe C!.

Complément conseillé.
- Equations différentielles dépendant d’un paramétre : chapitre XI, [JD].

Commentaires personnels. Développement & la fois trop technique et trop
long pour mon niveau. J’avais voulu le remplacer par d’autres développements
mais je n’avais pas pu, faute de temps. Je vous le déconseille si vous souhaitez
uniquement &tre admis au concours (sans objectif de classement).
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Théoréme d’inversion locale

Soient n,p € N*. Soit U un ouvert de R".

Théoréme 1 (Théoréme d’inversion locale). Soient f : U — RP une ap-
plication de classe C! et 29 € U. On suppose que D f(x) est inversible. Alors,
il existe un ouvert V' de R™ contenu dans U et contenant x( ainsi qu’un ouvert
W de RP contenant f(xq) tel que f soit un difféomorphisme de classe C* de
V dans W.

Preuve. Tout d’abord, Df(xg) étant un isomorphisme de R™ vers RP, on a
nécessairement n = p par le théoréme du rang. De plus, quitte & remplacer f
par la fonction,

Rn
[Df(zo)] ™" - [f(x + 20) — f(x0)]

U—-z9 —
x —

on peut supposer sans perte de généralité,

To — 0, Df(l'o) = Ian,

f(zo0) =0,

Etape n°1. Posons, pour tout = € U, g(z) = x — f(z). Montrons qu’il existe
r > 0 tel que,

(i) B(0,r) CU;
(#4) pour tout x € B(0,r), Df(z) € GL(R™);
(iti) pour tous z,2’ € B(0,r), [lg(z) — g(=)|| < 5z — ||
Tout d’abord, puisque GL(R™) est ouvert dans L(R™), et que D f(0) € GL(R"),
il existe a > 0 tel que, pour tout ¢ € L(R"™),
¢ = DfO)| <= ¢ € GL(R").

Quitte a réduire «, on peut méme supposer 2a < 1, ce qui servira & démontrer
le point (ii). Or, application x — Df(x) est continue en 0, car f est de
classe C! sur U. D’ot I'existence de r > 0 tel que, B(0, 377) C U, et pour tout
x € B(0, 32—’"),

[Df(x) = Df(O)]| <«

et donc Df(x) € GL(R™). En particulier, pour tout = € B(0, %),

[1Dg(2)]| = [IDf(0) = Df(2)]| <a <

)

N |
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car Dg(z) = Idgn — Df(z) = Df(0) — Df(z) et 2a < 1. Or, B(0, %) est un
ouvert convexe de R™. D’aprés 'inégalité des accroissements finis, on a donc,
pour tous z, 2’ € B(0, 3—27")7

/ 1 /
lgz) = gl < 5 llz = 2”]].

Puisque B(0,7) C B(0, %), on en déduit les point (i), (i1) et ().

Etape n°2. On fixe y € B(0, ). Montrons qu'’il existe un unique z € B(0,r)
tel que f(x) =y. Pour cela, on considére 'application,

gy @ B(0,r) — B(0,r)
r o y+g)

Tout d’abord, g, est bien définie car, pour tout « € B(0,r),

1 r
lg(@)ll = llg(z) = g(O)I < 5llzll < 5
d’apreés (iii), et donc,
roor
ly + 9@l < llyll + llg()ll < 5 + 5,

c’est-a-dire g, (z) € B(0,r). De plus, pour tous z,z’ € B(0,r),

1
lgy (@) = gy (@) = llg() = g(@)[| < 5 ll& — "]
Donc g, est contractante. Or, B(0,r) est complet, en tant que partie fermée
de R™ qui est complet. D’aprés le théoréme du point fixe de Banach, il existe
donc un unique z € B(0,r) tel que gy(z) = . En particulier, € B(0,r) car
gy(x) € B(0,r), et f(x) =y en utilisant la définition de g, (z).

Etape n°3. Considérons les ouverts de R" suivants,
W= B(o, g) . V=Y W)nB,r).

Alors, lapplication,
f: vV — W
z —  f(z)
est une bijection de classe C! sur V. Pour conclure, il reste & montrer que sa
bijection réciproque, notée f~1, est de classe C' sur W. Montrons que f~!



est lipschitzienne de rapport 2. Soient y,y" € W. Soient z,2’ € V tels que
y = f(z) et y = f(a’). Par suite,

1F~1 ) = @Ol = llg(e) = g(z") +y = (| < [lg(=) = 9@ + [ly = ¢/]|-
Or, d’apres (i),
/ 1 / 1 —1 -1/,
lg(z) = g(Dll < Fllz ="l = S1f 7 () = F7 @Il
Do,
1F~ ) = £ O < 2lly = /I
Ainsi, f~! est lipschitzienne de rapport 2.

Etape n°4. Soit yo € W. Notons zo = f~!(yo), puis considérons,

R :V — R™
v +—  f(z) = f(wo) — Df(xo)(x — 20)
et,
S W — R™
y — fUw) = F o) = (Do) [y — ol

est différentiable au point yo, avec D(f~1)(yo) = D f(zo) .

est linéaire continue, il suffit de montrer que,

Montrons que f~!
Puisque D f(zg)*

1

ol @) =0

y—)yo
Y#Yo

Notons tout d’abord que, pour tout y € W,

S(y) = = [Df(z0)] " - [R(f ' ()] -
En particulier, pour tout y € W,
ISl = [[Df(xo) " RU )| < NDSf (o) > [|[RUH )| -

1 est 2-lipschitzienne, il vient alors, pour tout y € W,

ASs@l

Et puisque f~

1BG W)l

< 2[[Df(x0)” 1||—,
ly = woll 1f=(y) — ol
De plus, f~! est continue sur W car lipschitzienne, et donc,
R(F )|l [R(@)||
lim 2||D x’lH—:IimQD zo) Y| ——— = 0.
=10 || f( 0) || Hf_l(y) — xO” el || f( 0) || ||Jj _ ]"O”
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Finalement, 'inégalité précédente permet de conclure que,

)T

v=vo [y — ol

et donc que f~! est différentiable en yo, avec D(f~1)(yo) = D f(xo) L.

Etape n°5. Finalement, f~! est de classe C! sur W car,

A GLRY)
¥ — ¥

— GL(R")

-1

est continue, et donc,

D(f)=AoDfof!

est continue sur W en tant que composée d’applications continues sur W. 0O

Figure. [I5]
Compléments conseillés.

- Accroissements finis : sous-section [3.11

- Reégularité de l'inverse dans GL(R™) : lemme

- Théoréme du point fixe de Banach-Picard : théoréme

Commentaires personnels. Développement & la fois trop technique et trop
long pour mon niveau. J’ai finalement renoncé a le présenter pour ces raisons.
Néanmoins, c’est un théoréme au programme du concours, donc je pense qu’il
est préférable d’étudier cette preuve classique, qui repose sur le théoréme du
point fixe de Banach.
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Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soient n,m € N*, I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de (R™)™ et F' une
application de I x Q dans R™. On note |-|| la norme usuelle sur R™.

Considérons 1’équation différentielle,

y'(t) = F(ty(t)), (E)
Soit (to,y0) € I x Q. Notons (C') le probléme de Cauchy de (E) en (o, yo)-

tel.

Lemme 1. Supposons que F' soit continue. Soient J C I un intervalle ouvert
et y:J — R™. Alors, (J,y) est solution de (C) si et seulement si,

(i) y est continue et, pour tout t € J, (t,y(t)) € Q,

t
(ii) pour tout t € J, y(t) = yo +/ F(s,y(s))ds.

to

Preuve. C’est une conséquence du théoréme fondamental de ’analyse. O

Théoréme 2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). Supposons que F soit
continue et localement lipschitzienne par rapport & son deuxiéme argument.
Alors, le probléme de Cauchy (C) admet une unique solution maximale.

Preuve. On procéde en deux étapes.

Etape n°1. Montrons tout d’abord I’existence et I'unicité locale. Puisque la

fonction F' est localement lipschitzienne, il existe r > 0 et L > 0 tels que,
[to — 7, to 4+ 7] X B(yo,7) C I x €,

[to — r,t0 + 7] X B(yo, ),

[F(tu) = F(t,v)|| < Ljju— .

et, pour tous (t,u), (t,v) €

De plus, puisque F est continue sur [to — r,to + 7] X B(yo,7) qui est compact,
on peut poser,

M =sup { |F(t,2)ll, (t,2) € [to = rto +7] x Blyo,r) | -

Soit « €]0, r[. Notons C,, 'ensemble des fonctions continues de [tg — a, to + @]
dans B(yo,r), que 'on munit de la distance induite par la norme ||-||s. Pour
tout ¢ € C,, on considére ’application,

A(p) [to —a,to+a] —> R4

t — y0+/ F(u, p(u))du

to
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Soient ¢, ¥ € C,. Soit t € [to,to + «. Par inégalité triangulaire,

5 = ol </ IF(u

En procédant de méme sur [ty — «, tg], il vient, pour tout t € [tg — a, to + af,

[A(p)()

17 alors A(p) € Cy. D’autre part,

IA(p) Nldu < M(t —to).

—y(]” S M|t—t0| S Ma.

En particulier, si a <

A = AGOI < [ 1P () = ()
< / L) — (u)]|du
IA@)®) — A@DD] < Lllp — lloolt — to).

En procédant de méme sur [ty — «, tg], il vient, pour tout ¢ € [tg — a, to + af,

[A(p)(8) = ML) D < Ll = Plloolt = to| < aLllp = Pl

En particulier, si o < 1 alors [|A(y ) Al )||OO < alL|lp—9||s avec ol < 1. On
choisit donc a €]0, r[ tel que o < 7 et o < £, puis on considére 'application,

A C, — O,
o — Ap)

qui est bien définie et contractante d’aprés ce qui précéde. Or, C, est complet
car [to—, to+ ] est compact et B(yo, ) est complet en tant que partie fermée
de R™ qui est complet. D’aprés le théoréme du point fixe, il existe donc une
unique application y € C,, tel que F(y) = y, qui est I'unique solution de (F)
sur Jtg — a, tg + «f d’aprés le lemme précédent.

Etape n°2. Montrons désormais qu’il existe une unique solution maximale au
probléme de Cauchy (C). On note S I'ensemble des intervalles ouverts J C I

tels qu’il existe une solution de (C') sur J, puis J la réunion de ces intervalles.
Soient (J1,y1) et (J2,y2) des solutions de (C). Notons,

V={teJinJy yi(t)=y2(t)}.

Montrons que V est une partie non vide, fermée et ouverte de J; N Js.



o V est non vide car to € J; N J2 et y1(to) = yo = y2(to)-

e V est une partie fermée de J; N Jy en tant qu’image réciproque de {0},
qui est fermé, par application continue JyNJa — R™, t — y1(t) —ya(t).

e Montrons ensuite que V' est une partie ouverte de J; N .Jo. Soit sg € V,
c’est-a-dire que y1(sg) = y2(so). Notons alors 2 cette valeur commune.
D’apres 'étape n°l, il existe r > 0 tel que, [sg — 7, 5o + r] soit inclus dans
1, et le probléme de Cauchy,

{ 2(t) = F(t, (1)),

2(s0) = 2o.

posséde une unique solution sur |so — 7, so + r[. Quitte & réduire r, on
peut supposer que |sg — r, so + r[C J1 N Jy (car J; N J2 est ouvert), et
le probléme de Cauchy précédent possédera toujours une unique solution
sur cet intervalle. Avec cette hypothése supplémentaire, les fonctions y
et yo sont solutions de ce probléme de Cauchy, ce qui implique qu’elles
coincident sur |sg — 7, sg + 7], ¢’est-a-dire |sg — r,s0 + r[C V.

Or, J; N Jy est convexe, en tant qu’intersection de convexes non disjoints. En
particulier, J; N Jy est connexe. Donc, V' = J; N Jy, car V' est une partie non
vide, fermée et ouverte de J; N Ja, ce qui prouve que y; et yo coincident sur
J1 N Jy. Pour tout ¢t € J, il existe J € S et yy : J — R™ tel que (J,y7) soit
solution de (C') et on pose alors,

D’aprés ce qui précéde, Pexpression ci-dessus dépend uniquement de ¢ (elle ne
dépend pas du choix de (J,y;)). Par conséquent, 'application,

g : J — Rm™
t o — y(t)
est bien définie. De plus, ¥ est I'unique solution maximale de (C'). En effet,
* y(to) = y1(to) = vo,

e Sit e J, ilexiste (J,y;) solution de (C) tel que ¢ € .J, et par construction,
y et ys coincide alors sur 'intervalle ouvert J, et donc ¥ est dérivable au
point ¢ avec,

@) (1) = (y2)'(t) = F(t,y(1) = F(t, 5(t))-
Donc ¥ est bien solution de (C).

e Si (J,y) une solution de (C) alors, J C J et la restriction de yaJesty,
ce qui prouve que (J,y) est un prolongement de (J,y).
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Ainsi, (J,7) est I'unique solution maximale de (C). O
Complément conseillé.
- Théoréme du point fixe de Banach-Picard : théoréme [T}

Commentaires personnels. Développement technique, qui se présente dans
peu de lecons. Etant donné que le théoréme de Cauchy-Lipschitz figure sur le
programme du concours, je pense qu’il est préférable de savoir le prouver (ou
du moins avoir une idée de preuve). Et quitte a savoir le prouver, autant en
faire un développement.



[AP]

Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Soient d € N*, I un intervalle ouvert de R, et A, B des applications continues
de I dans My(R). On note ||-|| la norme usuelle sur My 1(R).

Considérons 1’équation différentielle,

Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t), tel. (E)

d’inconnue une fonction Y : I — My 1(R) dérivable. Soit (to,y0) € I x 2. On
note (C) le probléme de Cauchy de (E) en (tg,yo).
Théoréme 1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire). Le probléme de

Cauchy (C) admet une unique solution globale.

Preuve. On sépare la preuve de 'existence et de I'unicité.

Existence. Considérons (Y;,)nen la suite de fonctions définie pour tout
t € I par, Yo(t) = Yy, et pour tout n € N par,

Yoi1(t) =Yo +/ (A(s)Y,,(s) + B(s))ds.

to

Soit J un segment inclus dans I. Puisque A et B sont continues sur J qui est
compact, on peut donc poser,

a = sup||A(s)||, B = sup|B(s)],
seJ seJ

ou la norme utilisée ci-dessus est la norme d’opérateur sur My(R), c’est-a-dire
la norme définie pour tout M € My(R) par,

[MX]]
) = sup { L x 20
11l
Montrons alors, par récurrence sur n € N, que, pour tout ¢t € J,
an
Yoi1(t) = V()] < (o] Y |t — to|" .
Yuia(t) = Ya (@) < (el o||+ﬁ)(n+1)!| ol

Initialisation. Soit t € J. Sit > tg alors,

Vi) -Vl < / JA($)Yo + B(s) | ds
< / (LA 1Yol +IB(s)])ds
Vi)~ Yol < (allYoll + B)(t — to).
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De méme, si t < tg,
to
[Y1(t) = Yol < / [A(s)Yo + B(s)||ds < (a[|Yol| + B)(to — 1)
t

D’ou le résultat.

Hérédité. Supposons le résultat établi pour un rang n € N fixé. Soit t € J tel
que t > tg. Alors, par deux inégalités triangulaires, et par définition de «,

t
[Yata(t) = Yopr (D]l < o [ [[Yasa(s) — Yals)lds.
to

Or, par hypothése de récurrence, pour tout s € [to, ],

Yo (5) = Yol < (@0l + 8) gy (5= )™

Des deux inégalités précédentes, on en déduit que,

an+1 t
[Yreea(t) = Va0 < al¥oll + 8) oy [ (5= )",
Et donc,
an+1 n+2
Yruea(t) = Va0 < (@0l + B) o (= )
car,

/t(s ~pgyrtids = U

to n+ 2

En procédant de méme pour ¢ < tg, on prouve ainsi I’hérédité. Par récurrence,
il s’en suit l'inégalité recherchée. En particulier, en notant,

L = sup|t — to|
tedJ

il vient, pour tout n € N,

an

L
(n+ 1!

Sl}}p\\Yn+1 = Yol < (af[Yoll + B)



Sachant que I'expression de droite est le terme général d’une série convergente
(par critére de d’Alembert), on en déduit que la série,

Z(Yn+1 - Yn)

neN

converge normalement sur J, puis que la suite de fonctions (Y},),en converge
uniformément sur tout segment contenu dans I, vers une fonction Y : I — R¢
continue. Soit t € I. Puisque (AY,,+ B),cn est une suite de fonctions continues
qui converge uniformément sur [t,ty] vers AY + B, il vient,

¢ ¢
lirf (A(s)Y,(s) + B(s))ds = / (A(s)Y (s) + B(s))ds.
n——+oo to to
Et donc,
¢
Erf Yoi1(t) = Yo +/ (A(s)Y (s) + B(s))ds.

n o0 tO

Or, EI-P Y.+1(t) = Y (¢). Par unicité de la limite, on en déduit que,

Y(t) =Y, +/t (A(s)Y (s) + B(s))ds.

En particulier, Y (0) = Yy et, d’aprés le théoréme fondamental de lanalyse, YV
est dérivable sur I, avec, pour tout t € I,

Y'(t) = A(t)Y (t) + B(t).
Autrement dit, Y est solution de (C).

Unicité. Passons & 'unicité. Soient Y et Z deux solutions de (C). Soit

J un segment contenu dans I. De nouveau, on note,

a = sup||A(s)]|.
seJ

Montrons par récurrence sur n € N, que,
an
vee Y () = 2@l < It = ol Y = Zlcc,s.

Initialisation. Soit t € J. Alors,

t

Y(it)=Y, + /(A(S)Y(s) + B(s))ds, Z(t) =Yoo+ / (A(s)Z(s) + B(s))ds.

to to

Et donc,
1Y (t) = Z2@)|| < alt = tol[|Y = Zlloc,s-
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Hérédité. Supposons ensuite le résultat établi pour un rang n € N fixé. Soit
t € J tel que t > ty. Alors,

a"+1 t
Y () = 2 < 1Y = Zlus [ (5= t0)"ds.
n! to
Et donc,
an+1 N
1Y (t) = Z2@)| < m”y = Z|oo, s (t = to)™*
car,
! t— to)"t!
/ (s —tp)"ds = %.
to (TL + 1)'

En procédant de méme pour t < ty, on prouve ainsi I’hérédité. Par récurrence,
il s’en suit 'inégalité recherchée. En faisant tendre n vers l'infini dans celle-ci,
on en conclut que, pour tout ¢t € J, Y(t) = Z(t). Ainsi, Y et Z coincident sur
tout segment inclus dans I, ce qui prouve finalement que Y = Z. O

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement. Selon moi, ce dernier apporte une valeur ajoutée
par rapport & la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz général, puisqu’on
se passe du théoréme du point fixe. De plus, le théoréme de Cauchy-Lipschitz
linéaire figure sur le programme du concours.



[FG|

Théoréme de réarrangement de Riemann

Théoréme 1 (Réarrangement de Riemann). Soit (ap)nen une suite de
nombres réels telle que la série de terme général a, soit semi-convergente.
Alors, pour tout a € R, il existe 0 € G(N) telle que la série de terme général
Qg (n) soit convergente de somme «.

Preuve. Soit a € R.

Etape n°1. Tout d’abord, notons,
Et={neN, a,>0}, E-={neN, a, <0}

Alors, E* et E~ sont infinis, car sinon la suite (ay)nen serait de signe con-
stant & partir d’un certain rang et donc la convergence absolue de la série
E an serait équivalente & sa convergence, ce qui est impossible puisque cette

neN
série est semi-convergente. De plus, puisque pour tout n € N,

apn, — |an|
2

an + |an|

min(0, a,) = 3

, max(0,a,) =
les séries Z min(0, a,) et Z max(0, a,,) divergent en tant que somme d’une

neN neN
série convergente et d’une série divergente.

Etape n°2. On construit ensuite la permutation o. Posons ¢(0) = 0, et
pour tout n € N*,
n—1
e Si Z ag(k)y < @, on va ajouter un terme positif a cette somme. Pour
k=0
cela, on choisit pour o(n) le plus petit entier appartenant & E™ qui soit
distinct de o(0),...,0(n — 1) (un tel entier existe car E* est infini).

n—1
e Si Zao(k) > «, on va ajouter un terme strictement négatif a cette
k=0

somme. Pour cela, on choisit pour o(n) le plus petit entier appartenant
a E~ qui soit distinct de o(0),...,0(n — 1) (un tel entier existe car E~
est infini).

On définit ainsi une application,

N

c : N —
n +— o(n)
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qui est injective par construction. Il reste & montrer que o est surjective. Tout
d’abord, montrons que E+ C o(N). On raisonne par I'absurde en supposant
qu'il existe N € ET tel que N ¢ o(N). Pour tout k¥ € N, si (k) € ET alors
N ¢ {0(0),...,0(k —1)} (car N ¢ o(N)) et donc, par construction de o,

N >min{qg € E*, ¢ ¢ {0(0),...,0(k — 1)}} = o (k).

Cette inégalité est méme stricte car N ¢ o(N). D’ou ¢(N) N E* C [0, N —1].
En particulier, o(N) N ET est fini. Par injectivité de o, il existe donc ng € N
tel que, pour tout n > ng, o(n) ¢ E1. En effet, sinon on aurait,

Vno € N, Jp(ng) > no, o(p(ng)) € o(N)Nn E*
et ¢©(N) serait donc une partie infinie de N dont I'image par o serait finie, ce
qui contredirait alors I'injectivité de o. Puisque N\ ET = E~ il s’en suit que,

(1)

VYn > ng, o(n) € B~

et donc,

n—1

Vn > ng, Z U () > Q.
k=0

(2)

Ainsi, E aq (k) est une série a termes négatifs a partir d'un certain rang dont
keN

la suite de ses sommes partielles est minorée, et donc elle converge. Montrons

alors que la série E min(0, a,,) converge, ce qui contredira les résultats de

neN
I’étape n°1. Notons ¢ I'unique application strictement croissante de N dans

E~. 1l s’agit de la suite définie par ¢(0) = min E~ et, pour tout k € N,

;o(k)}

On a montré précédemment que o(N) N ET était fini. Notons p son cardinal.
Par construction de o, et d’aprés I'assertion , Iensemble o([0,ng — 1]) est
constitué des p éléments de o(N) N ET et de ng — p éléments de E~. Or, par
construction de o, et d’aprés Iinégalité (2)), la suite (0(n))n>n, énumere dans
lordre strictement croissant les éléments de E~ \ o([0,n9 — 1]). De ces points,
on en déduit que :

P(k+1)=min E~ \ {¢(0),...

Vn > ng, o(n) = ¢(n — p).



En particulier, les séries Zaa(k) et Za¢(k) sont donc de méme nature,

kEN kEN
puisqu’elles différent d’un nombre fini de termes. Or, pour tout k£ € N,

n n
Za¢(k) < Zmin(o, a) n_)—_~_>OO —00.
k=0 k=0

Donc, la série Z ag(ry diverge, ce qui contredit le fait que les séries Z Qo (k)
keN keN
et Z ag(ky soient de méme nature. Ainsi, E* C ¢(N). De fagon analogue, on

keN
montre que E~ C o(N), ce qui permet de conclure que o est surjective.

Etape n°3. Montrons que la série E ay(n) est convergente de somme a.
neN
Soit € > 0. Puisque la série g ap converge, la suite (ay)ncn converge vers

neN
0. D’ou, lexistence de n; € N tel que, pour tout n > nq, |a,| < e. Or,

o étant bijective, I'ensemble {k € N, o(k) < n1} est donc une partie non
vide et finie de N. En particulier, cet ensemble admet un maximum. Soit
ng > max{k € N, o(k) < n1}. Alors, pour tout n > ng, o(n) > n; et donc
|a0'(n)| <e

Montrons lexistence de N > ng tel que o(N) € ET et o( N +1) € E~.
Supposons le contraire. On aurait alors, pour tout N > ng,

o(N)eEt = 0o(N+1)¢ E™.

Or, puisque o est surjective et que ET est infini, il existe N > ng tel que
o(N) € ET. L’implication ci-dessus entraine, par récurrence immédiate, que
o([N+1,40c]) € N\ E~. Sachant que o est surjective, il s’en suit que
E~ C o([1,N]), ce qui contredit le fait que E~ soit infini.

D’ou l'existence de N > ng tel que o(N) € ET et o(N +1) € E~.
tout n € N, posons,
Sn = Zaa(k)'
k=0

Alors, Sy—1 < acaro(N) € ET et Sy > acar 0o(N+1) € E~. En particulier,
Sy > Sy_1. D’Ol),

Pour

Sy —Sn-1=|Sn = Sn-1| = |agvy| <&
car N > ng. A fortiori,

a—c<a<Sy<Sy_1te<a+e
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et donc Sy € [a—e,a+¢]. Soit n > N. Montrons que S,, < a+¢. Supposons
le contraire. Alors, |ag(n)| <ecarn> N > ng, et donc,

Sh-1=295, — Qo (n) >S5, —>a.
Par suite, o(n) € E~, et donc Sy, 1 = Sy, — @g(n) > Sp > a4 € car ay(n) < 0.
Ainsi, n — 1 est un entier tel que S,,_1 > a + &. Sous réserve que n — 1 soit
toujours strictement supérieur a NV, on peut appliquer ce résultat a n — 1 pour
obtenir que S,_2 > a + e. Par récurrence descendante, ce résultat permet
d’obtenir que Sy > a+e¢, ce qui contredit Sy € [a—e, a+e]. Dou, S, < a+te.
Soit n > N. Montrons que S, > a — e. Alors,
lagny| < € carn > N > ng, et donc,

Supposons le contraire.

Sp_1 =25, — Ag(n) < S, +e<a.

Par suite, o(n) € ET, et donc Sp_1 = Sy — G (n) < Sp < @ — € car ay(n) > 0.
Ainsi, n — 1 est un entier tel que S,,_1 < a — . Sous réserve que n — 1 soit
toujours strictement supérieur & N, on peut appliquer ce résultat & n — 1 pour
obtenir que S,_2 < a — €. Par récurrence descendante, ce résultat permet
d’obtenir que Sy < a—e¢, ce qui contredit Sy € [a—e,a+¢]. Do, S, > a—e.

Ceci

valant pour tout € > 0, on en conclut que la série Z G, (n) €st convergente de

neN
somme . O

Finalement, on obtient donc que, pour tout n > N, |S, — o] < e.

Commentaires personnels. Développement & la fois trop technique et trop
long pour mon niveau. J’ai finalement renoncé a le présenter pour ces raisons.
Je trouvais ce résultat formidable mais ce n’était pas raisonnable de préparer
un développement aussi difficile pour une seule legon.



[FR]

Théoréme des extrema liés

La preuve du théoréme suivant provient du cours de Stéphane Rigat, dispensé
en master de préparation & I’agrégation de mathématiques, & 'université d’Aix-
Marseille.

Théoréme 1 (Théoréme des extrema liés). Soient U un ouvert de R™, f,
g1 - -, gp des fonctions réelles de classe C* de U dans R et,

X ={zeU, gi2) == gyle) = 0}.

Si la restriction de f & X admet un extremum local en zg € X et si les dif-
férentielles Dgi(x0), ..., Dgp(xo) sont des formes linéaires indépendantes sur
R™, alors il existe des réels Aq,...,\,, appelés multiplicateurs de Lagrange,
tels que :

Df($0) = )\ng1(1'0) + -+ )\ngp(.’Eo)‘

Preuve. Remarquons tout d’abord que si p = n, alors (Dg1(xo), ..., Dgn(zo))
est une base de (R™)* (pour des raisons de cardinalité), et le résultat est donc
vrai sans supposer que la restriction de f & X admet un extremum local.

Par conséquent, on peut supposer p < n. Pour prouver le théoréme, on raisonne
par contradiction en supposant que D f(x) ¢ Vect(Dgi (o), ..., Dgp(zo)). La
famille (Dg1(zo), - .., Dgp(x0), Df(zo)) est donc libre. D’apreés le théoréme de
la base incompléte, il existe alors ¢pyo,..., ¢, € (R™)* tels que,

B = (Dgl(.fo), .- '7Dgp(x0)an(x0)7<p;D+27 .. 73011)

soit une base de (R™)*. D’autre part, 'hypothése sur f assure U'existence de
a > 0 tel que la restriction de f a B(zg, @) N X passe par un extremum global
en xg. Considérons ensuite 'application,

F . U —
r +—

Rn

(g1(2), ..., gp(x), f(x), ppra(x),...

Nous allons appliquer le théoréme d’inversion locale & F. Tout d’abord, F' est
de classe C'!' sur U avec, pour tout = € U,

 ¢n ()

DF(z) = (Dg1(x),...,Dgp(z), Df(x), ppt2,---+¥n)-

En particulier, Jp(x) est la matrice de passage de la base canonique de (R™)*
a la base B, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes contiennent les coordon-
nées des vecteurs de B dans la base canonique de (R™)*. En effet, en notant
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(ef,...,e") la base duale de (R™)*, il vient,
n

Vj € [1,n], Dg;(xo) = Zaigj(xo)e;ky
i=1

Df(xo) = > 0if(wo)e],
=1

Vjielp+2,n], ¢; = Dpj(xg) = Z(“)Z-gpj(xo)ef.
i=1

Ainsi, Jr(xg) est bien la matrice de passage de la base canonique de (R™)* a la
base B. En particulier, Jp(xo) € GL,(R). Par suite, le théoréme d’inversion
locale (appliquée a la restriction de F' a U N B(xg, «)), assure l'existence d’un
ouvert V' C U N B(zg, ) de R™ contenant z( tel que,
vV — F(V)

soit un C!'-diffeomorphisme. En particulier, F(V) est un ouvert de R™ qui
contient F'(z), et donc il existe € > 0 tel que B(F(z),e) C F(V). En notant
ep+1 le p + 1-iéme vecteur de la base canonique de R™, il vient ensuite,

F(zo) + gepH € B(F(zo),2) € F(V)

c’est-a-dire qu’il existe b € V' tel que F(b) = F(xo) + 5ep11. Or,

{ E(b) = (91(0), ..., gp(b), f (), pp+2(b), - .., on (b)),
F(x0) + 5epr1 = (0,...,0, f(z0) + 5, ¥pr2(0); - - -, Pn(0))-
Donc,
g1(b) =---=gp(b) =0
{ f(b) = f(zo) + 5
ce qui prouve que b € X et f(b) > f(x9). De méme, puisque,
Flao) = Sepsr = (05,0, f(30) = 5, @pea(w0); - on(w0)) € F(V)

on obtient I'existence de a € X NV tel que f(a) = f(xo) — 5. En particulier,
fla) < f(xzo) < f(b)

avec a,b € X NV C X N B(xg, @), ce qui contredit le fait que la restriction de
f a X N B(xg,«) passe par un extremum global en zg. O



Remarque. Le théoréme est énoncé sans preuve dans [FR].

Commentaires personnels. Développement trés sympathique, qui se com-
prend et se retient facilement, et qui se présente dans de nombreuses legons.
De plus, le théoréme des extrema liés figure sur le programme du concours.
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Accroissements finis

Théoréme 1 (Théoréme de Rolle). Soient a,b € R tels que a < b. Soit
g : [a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b telle que
g(a) = g(b). Alors, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0.

Preuve. Puisque g est continue sur un compact, g est bornée et atteint ses
bornes, c’est-a~dire qu'il existe x1,z2 € [a,b] tels que, pour tout = € [a, b],

g(z1) < g(z) < g(x2).

Si (z1,72) € {a,b}? alors g(z1) = g(x2), et donc g est constante d’aprés
I'inégalité ci-dessus. En particulier, ¢ = 0 sur |a,b[ et donc n’importe quel
choix de ¢ dans |a, b[ convient. Sinon, z1 €|a,b] ou x5 €]a,b[. On distingue
deux cas analogues.

e Cas n°l : x1 €la,b[. Alors, pour tout = €la, x1],

9(x) — g(z1)

<0

car g(z) — g(z1) > 0 et * — z7 < 0. En faisant tendre x vers x1, on obtient
donc ¢'(z1) < 0. D’autre part, pour tout €]z, ],

g(x) — g(x1)
r — X

>0

car g(x) — g(x1) > 0 et x — 21 > 0. En faisant tendre x vers x1, on obtient
donc ¢’(z1) > 0. D’ou ¢'(x1) = 0, et donc ¢ = x1 convient & notre probléme.

e Cas n°2 : x9 €la,b[. Alors, pour tout z €]a, 2],

g(x) — g(x2)
r — X2

>0

car g(x) — g(x2) < 0 et x — x5 < 0. En faisant tendre x vers x5, on obtient
donc ¢'(z2) > 0. D’autre part, pour tout x €]xs, b,

9(@) — g(x2)
Xr — X9

>0

car g(x) —g(x2) > 0 et x—x5 > 0. En faisant tendre x vers xs, on obtient donc
g'(xz2) > 0. D’ou ¢'(z2) = 0, et donc ¢ = @2 convient a notre probléme. O
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Théoréme 2 (Théoréme des accroissements finis). Soient a,b € R tels
que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja,b[. Alors, il existe ¢ € R tel que,

f) = fla) = f'(e)(b - a).

Preuve. L’idée de la preuve est d’appliquer le théoréme de Rolle & une fonc-
tion bien choisie. Plutdt que de sortir cette fonction de notre chapeau, nous
allons esquisser un raisonnement pour parvenir & cette fonction. On cherche
une fonction g : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b telle que
g(a) = g(b), et vérifiant, pour tout z €]a, b|,

f(0) = f(a)

g(x) = = —

+ f(x).

En effet, en appliquant le théoréme de Rolle a g, on obtiendra alors le résultat
souhaité. Dés lors, on peut penser a la fonction g définie pour tout x € [a, b]
par,

f(b) — f(a)

g(z) = ——

(x —a) + f(zx) = f(a)
qui est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b telle que g(a) = g(b) = 0, et,
pour tout x €]a, b],

En effet, toute primitive de cette fonction différe de g d’une constante, et prend
donc aussi la méme valeur en a et en b.

Proposition 3 (Inégalité des accroissements finis). Soient a,b € R tels
que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja, b[. On suppose qu'il existe M € R tel que, pour tout z €a, b|, | f'(z)| < M.
Alors,

[f(b) = fla)] < M[b— al.



Preuve. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b| tel que,
f) = fla) = f'(e)(b - a).
En particulier,
[£(b) = f(a)| < [f' ()b - al < M|b— al.
O

On démontre ensuite I'inégalité des accroissements finis pour une fonction d’une
variable réelle et & valeurs vectorielles, ce qui permettra finalement de démon-
trer 'inégalité des accroissements finis pour une fonction d’une variable vecto-
rielle et & valeurs vectorielles.

Soient (E, ||||g) et (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés.

Théoréme 4 (Inégalité des accroissements finis). Soient a,b € R tels que
a <b. Soient f :[a,b] - F et g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b]
et dérivables sur Ja,b[. On suppose que, pour tout t €|a, b, |f'(¢)||lr < ¢'(1).
Alors,

1£(6) = f(@)llr < g(b) — g(a).
En particulier, s’il existe M € R tel que, pour tout ¢ €a, b[, || f'(¢t)|| < M alors,
[£(b) = fla)llFr < MIb—al.

Preuve. Soit € > 0. Montrons que,

1£(b) = fla)llr < g(b) — g(a) +e(b—a) +e.

Posons,

E={tela,b], |f{) = fla)llr <g(t) = g(a) + (t — a)e + &}

Tout d’abord, F est non vide car a € E. De plus, E est une partie fermée de
R en tant qu’image réciproque de | — oo, 0[, qui est une partie fermée de R, par
I'application continue,

u : [a,b

, — R
t —

1F(t) = f(a)llr = [9(t) — g(a) + (t — a)e +¢]

Notons ¢ = sup ' < b. Puisque FE est fermé, ¢ € E. Montrons que ¢ > a. Par
continuité de u, il existe r > 0 tel que, pour tout t € [a,a + 7],

et donc,
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D’ow, [a,a + r] C E, ce qui implique ¢ > a + r > a. Montrons que ¢ =b. On
raisonne par absurde en supposant que ¢ < b. Alors, ¢ €]a,b[, et donc f et
g sont dérivables au point c¢. En particulier, il existe § > 0 tel que, pour tout
h €]0, 6],

i [P | <5
i [HE B2 g <

Soit h €]0,d]. Montrons que ¢ + h € E, ce qui contredira ¢ = sup(E). Par

inégalité triangulaire,
[f(c+h) = Fla)llr < | flct+h) = fl)llr + 1 (c) = fla)llp.
D’aprés (¢), puis par hypothése sur f et g,

1 tn) = 1@)llr < h (1@l +5) < hg'(e) + 5.

(1)

De plus, d’apres (1),
€
hlg' ()l < lg(e+h) = g(e)] + h3.

Or, pour tout ¢ €a, b, ¢’'(c) > ||f'(¢)]|lr > 0. En particulier, ¢’(c) > 0 et g
est croissante sur Ja, b, et donc g(c+ h) — g(c) > 0. On peut donc enlever les
valeurs absolues dans 'inégalité ci-dessus, ce qui donne,

hy'(c) < gle+h) —g(c) + h%.

Et donc,
[f(c+h) = f()lF < gle+h) —glc) + he.

D’autre part,
1f(c) = f(a)llr < g(c) —g(a) +e(c—a) + ¢

car ¢ € E. En utilisant les deux inégalités précédentes dans l'inégalité , on
obtient alors,

[f(c+h) = fl@)llr <glc+h)—gla) +e(c+h—a)+e,

c’est-a-dire ¢+ h € E, ce qui contredit ¢ = sup(E). D’ou ¢ = b. En particulier,
b € E, c’est-a-dire,

1£(b) = fa)llr < g(b) — g(a) +e(b—a) +e.
Mais ceci vaut pour tout € > 0. Finalement, en faisant tendre ¢ vers 0, il vient,
1£ () = fla)llF < g(b) — g(a).

En particulier, si pour tout t €]a,b], || f'(¢t)||r < M, en posant, pour tout
t € [a,b], g(t) = Mt, on obtient || f(b) — f(a)||lr < M|b—q] O



On note [||-||| la norme subordonnée a ||-|| g et ||-||, ¢’est-a-dire la norme définie
pour toute application linéaire L : E — F' par,

Ll = sup{”L‘x)”F, ve E\{OE}}.

]|

Théoréme 5 (Inégalité des accroissements finis généralisée). Soient U
un ouvert convexe de F et f: U — F une fonction continue et différentiable.
On suppose qu'il existe un réel M > 0 tel que, pour tout = € U, ||Df(z)|| < M,
ou D f(x) désigne la différentielle de f au point z. Alors, pour tous a,b € U,

1(6) = fa)llr < M|lb— al| g

Preuve. Soient a,b € U. Considérons la fonction ¢ définie pour tout ¢ € [0, 1]
par,
o(t) = fla(l —t) 4 tb).

Tout d’abord, ¢ est bien définie, car U est convexe. Ensuite, ¢ est différen-
tiable sur [0,1], en tant que composée de t — a(l —t) + tb qui est de classe
C* sur [0,1] (c’est une fonction polynomiale en t), par la fonction f qui est
différentiable sur U. De plus, pour tout (¢g,h) € [a,b] x R,

De(to) - h = Df(a(l = to) +tob) - ((a — b)h) = hD f(a(1l — to) + tob) - (a — b).
En particulier, pour h = 1 il vient,
¢'(t) = Df(a(l —to) +tob) - (a — b)

puis,
')l < IDf(a(l —to) + tod)[[| x lla — b 5.

Or, d’apreés le théoréme [
le(1) = eO)l[F < [IDf(a(l = to) +tob)[|| X [la = bl|z < Mja — b &-

Sachant que,
le(1) = (0)llr = [[£(b) = fla)l|F,

il s’en suit finalement le résultat recherché. O
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Centre d’un groupe

Définition 1. On appelle centre de G, et on note Z(G), 'ensemble des élé-
ments de G qui commutent avec tous les éléments de G. Autrement dit :

Z(G)=A{z€G, Vg€ G, gz = zg}.

Proposition 2. Pour tout A € G, on note Inty, : G = G, g+~ hgh~'. Alors,
Iapplication,

G — Aut(G)

h +— Inty,

est un morphisme de groupes, de noyau Z(G). En particulier, Z(G) est un
sous-groupe distingué de G.

Lemme 3. Soit G un groupe. Si G/Z(G) est monogéne, alors G est abélien.
Preuve. Notons 7 la surjection canonique de G vers G/Z(G). Soient a,b € G.
Par hypotheése, il existe gg € G tel que G/Z(G) = (n(go)). En particulier, il

existe m,n € Z tels que m(a) = m(go)™ et b = 7(go)™. Autrement dit, il existe
x,y € Z(QG) tels que a = gjjx et b = g'y. Par suite,

ab = gixgl'y = xgh 90y = zygy " = yxgs'9h = v9s'xgs = 96'v9eT = ba.

On en conclut que G est abélien. O
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Compacité

Proposition 1. Soient (Xi,d1),...,(Xp,dp) des espaces métriques. Soient
(xgn))neN,. ey (xz(,n))neN des suites telles que,

(i) pour tout i € [1, p], (os(n)

i )neN est une suite a termes dans Xj;

(ii) pour tout i € [1,p], 'ensemble {xl(-n), n € N} est inclus dans une partie
compacte de Xj;.

Alors, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que, pour tout ¢ € [1, p],

la suite (x§¢(n)))n€N converge dans (X;,d;).

Preuve. Pour tout i € [1,p], fixons K; une partie compacte de X; telle que,

{a:(»n), n €N} C K.

(2

Nous allons construire des applications ¢1, ..., ¢, strictement croissantes de N

dans N telles que, pour tout ¢ € [1,p], la suite (xl(-(%o'”o%)(n))))

dans (X;,d;). Pour cela, on procéde par récurrence.

Initialisation. Puisque la suite (:c(ln)

neN converge

Jnen est a termes dans K7 qui est compact,

il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (a?(fpl(n)))neN converge dans

(K1,dy). A fortiori, (z{7'"™),cn converge aussi dans (X1, d,).

Hérédité. Supposons ensuite avoir construit, pour un rang g € [1,p — 1] fixé,
des applications 1, ..., @, strictement croissantes de N dans N telles que, pour

tout ¢ € [1,¢], la suite (xl((“’lo”'ow)(”))))neN converge dans (X;,d;). Notons,
(™) en = (mg%wmowq)(n))))neN

Alors,
{u(n)a ne N} C {1‘((;_1;'_)1, n e N} C Kq+1.

Puisque K1 est compact, on en déduit qu’il existe p441 : N = N strictement
croissante telle que (u(®a+1(M)), y converge dans (X,11,dy+1). Or,

Vi€ N, uloni ) = g{(Gromovn (o)) _ p(groogarn)(m)

((p10--00q41)(n)))

Done, (z,y} Jnen converge dans (Xg41,dg+1)-

Nous avons donc construit ¢1,. .., ¢, des applications strictement croissantes

de N dans N telles que, pour tout ¢ € [1,p], la suite (ch(%omw")(n))))neN

converge dans (X;,d;). Notons alors,

@:@10...09010
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qui est strictement croissante par composition d’applications strictement crois-
((¢(n)))

santes. Alors, pour tout i € [1,p], la suite (z; JneN converge en tant que

suite extraite de (xg(@lo"'ow)(n))))neN qui est convergente (I’extractrice étant

Qit1 0 -+ 0y si i < p, 'identité sinon). O

Remarque. Ce résultat reste vrai pour un nombre dénombrable de suites (voir
proposition [3)).

Proposition 2. Soient (X,d) un espace métrique compact et (z,)pen une
suite & termes dans X possédant une unique valeur d’adhérence. Alors, (2,)pen
converge vers cette valeur d’adhérence.

Preuve. Notons z l'unique valeur d’adhérence de (z,),en. Montrons que
(xp)pen converge vers Too. On raisonne par 'absurde en supposant qu’il existe
€o > 0 tel que, pour tout p € N, il existe un entier naturel k,, dépendant de p,
tel que k, > p et d(xy,, ) > €0. Nous allons construire par récurrence une
suite (p(p))pen strictement croissante d’entiers naturels telle que,

Vp e N, d(l’sa(p),iroo) > €p.

Pour Pinitialisation, on choisit ¢(0) = k. Supposons ensuite, pour p € N
fixé, avoir construit des entiers naturels ¢(0) < --- < ¢(p) tels que, pour
tout [ € [0,p], on ait d(z,),Tec) > €0. On pose alors N = ¢(p) + 1, puis
o(p+1) = ky. Alors, o(p+1) > N > ¢(p) et d(z,p11), Too) > €0, CC
qui termine la récurrence. Ainsi, (Z,(p))pen est une suite extraite de (z;)pen
vérifiant, pour tout p € N,

(1)

Et puisque (24(p))pen est une suite a termes dans X qui est compact, cette
suite posséde au moins une valeur d’adhérence, disons y,. A fortiori, y., est
une valeur d’adhérence de (zp)pen. Or, la suite (z,)pen posséde une unique
valeur d’adhérence. D’0ll, Too = Yoo, €t donc x, est une valeur d’adhérence
de (7,(p))pen; ce qui contredit l'inégalité . Ainsi, (z,)pen converge vers
Too- ]

d(fw(p), xoo) > £p.



Compacité

relative

Définition 1. Soient (X, d) un espace métrique et Y C X. On dit que Y est
relativement compact dans X si Y est inclus dans une partie compacte de X.

Remarque. On peut également élargir cette définition au cadre plus général
des espaces topologiques.

Proposition 2. Soient (X,d) un espace métrique et Y C X. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) Y est relativement compact dans (X, d);

(ii) de toute suite d’éléments de Y, on peut en extraire une sous-suite con-
vergente dans (X, d);

(iii) Y est compact dans (X, d).
Preuve. On montre que (i) = (i1) = (iii) = (4).

o | (i) = (4i) | Supposons que Y soit relativement compact dans X, c’est-a-

dire qu’il existe un compact K de X contenant Y. Soit (y,)nen une suite a
termes dans Y. A fortiori, cette suite est & termes dans K. Puisque K est
compact, il existe donc une application ¢ : N — N strictement croissante telle
que (Y, (n))nen converge dans K muni de la distance induite par d. A fortiori,
(Yo (n))nen converge dans (X, d).

Remarque. En revanche, cette limite n’appartient pas nécessairement a Y. En
effet, prenons par exemple, X = [0,1], Y = [0, 1], et (yn)nen la suite définie
pour tout n € N par,

1

1— .
n+1

Yn =

Alors, (yn)nen converge vers 1. En particulier, elle posséde une unique valeur
d’adhérence qui est 1, mais celle-ci n’appartient pas a Y.

e | (i1) = (#ii) | Supposons que toute suite d’éléments de Y posséde une

valeur d’adhérence. Soit (z,),ecn une suite a termes dans Y. Pour tout n € N,
il existe donc y,, € Y tel que,

1
d nyIn Si
(@0 yn) < o5

En particulier, (y,)nen est une suite a termes dans Y. D’aprés notre hy-
pothése, il existe donc une application ¢ : N — N strictement croissante telle
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que (Yyu(n))nen converge dans (X,d). Notons [ sa limite. Alors, (y(n))nen
converge aussi vers [, puisque, par inégalité triangulaire, on a pour tout n € N,
Axpm), ) < d(@p(n)s Yon)) + AYp(n): 1)
1
< W + d(yap(n)v Z)
1

d(%ﬁ(n)’ l) 27 + d<y<p(n)7 l) n—>—+>oo 0-

Pour la derniére inégalité, on a utilisé l'inégalité p(n) > n qui est une pro-
priété des fonctions strictement croissantes de N dans N se démontrant par
récurrence. Ainsi, Y est compact.

IN

e | (iii) = (i) | Si Y est compact, alors il s’agit d’une partie compacte de X

contenant Y, et donc Y est bien relativement compact dans (X, d). O

Proposition 3. Soient (X, d,),en une suite d’espaces métriques et pour tout
p € N, (z,,p)nen une suite a termes dans X,,. On suppose que pour tout p € N,
I'ensemble {x,, ,, n € N} est relativement compact dans (X, d,). Sous ces hy-
pothéses, il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que,
pour tout p € N, la suite (2,(n)p)nen converge dans (X, d,).

Preuve. Montrons, par récurrence sur p € N, qu’il existe ¢g,...,p, des ap-
plications strictement croissantes telles que, pour tout k& € [0,p], la suite
(T 900, (n),k Jnen converge dans (X, dy).

Initialisation. Puisque {x,0, n € N} est une partie relativement compacte
de (Xo,dp), d’apres la proposition [2] il existe une application g strictement
croissante de N dans N telle que la suite (24, (n),0)nen converge dans (Xo,do).

Hérédité. Supposons le résultat établi pour un rang p € N fixé. Pour tout
k € [0,p + 1], on note,

(yn,k)nEN = (‘T@QO-“OLPP(TL),]C)”ZEN'

Alors, {yn p+1, n € N} est relativement compact dans (X1, dp1) car,

{yn,p-i-lv n e N} - {xn,p-i-l’ nc N}

et {znpt1, n € N} est relativement compact dans (Xp41,dpy1). D’apreés la
proposition [2} il existe donc une application ¢, strictement croissante de N
dans N telle que la suite (Y, ,(n)p+1)nen converge dans (Xpi1,dpi1). Or,
d’aprés notre hypothése de récurrence, pour tout k € [0, p|, la suite (yn x)nen
converge dans (X, dx). A fortiori, pour tout k € [0, p], la suite (y,,,, (n),k)nen



converge dans (X, dj) en tant que suite extraite de (Yn i )nen, ce qui termine
la récurrence car,

(y¢p+1(”)7k)n€N = (xWOO"'O‘PP(WP+1(n))vk)neN = (x¢o°"'0¢p°¢p+1("),k)”EN'

Posons finalement, pour tout n € N,

@(n) = (woo---0py)(n).

Montrons que ¢ convient & notre probléme. On rappelle ensuite que toute
fonction f strictement croissante de N dans N vérifie, pour tout n € N,
f(n) > n. Cette propriété se démontre facilement par récurrence. Soit
n € N. Montrons que p(n + 1) > ¢(n). D’aprés la propriété rappelée ci-
dessus, pp11(n+1) >n+1>n. Dou,

p(n+1)=(po o 0pn)(Pnt1(n+1)) > (pgo---0py)(n)=p(n),

car (g o- -0, est strictement croissante. Ainsi, ¢ est strictement croissante.
D’autre part, pour tout p € N, (2,(5),p)nen converge dans (X, dp) en tant que
suite extraite de (x(%o_“o@p)(n)’p)neN a partir du rang p, qui est convergente
dans (X, d,) par construction. D’ou la proposition. O
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Complétude et espaces de fonctions

Théoréme 1. Soient (X,dx) un espace métrique compact et (E,dg) un es-
pace métrique complet. Notons C(X, E') 'ensemble des fonctions continues de
X dans F. On munit cet ensemble d’une structure d’espace métrique par la
distance d définie pour tous f,g € C(X, E) par,

d(f,9) = sup dp(f(x),g(x)).

zeX
Alors, (C(X, E),d) est un espace métrique complet.

Autrement dit, si (fn)nen est une suite de fonctions continues de X dans
FE telle que,

Ve>0, AN €N, Vp,q > N, Vz € X, dp(fp(z), fy(x)) <e,

alors (fy,)nen converge uniformément sur X.

Preuve. Soit (f,)nen une suite de Cauchy dans (C(X, E), d), c’est-a-dire que,
Ve>0, AN €N, Vp,¢ > N, Vz € X, de(fp(z), f(x)) <e.

Pour prouver ce théoréme, on procéde en trois étapes. On construit tout
d’abord la limite simple f de la suite (f,)nen. On prouve ensuite que f est
continue sur X. Enfin, on démontre que (f,)nen converge uniformément vers

fsur X.

Etape n°1. Montrons que (f,)nen converge simplement sur X. Soit z € X.
D’apreés l'assertion ci-dessus, la suite (f,,(z))nen est de Cauchy dans (E,dg).
Ce dernier étant complet, cette suite converge donc dans (E,dg) vers un
élément y,, (dépendant de x). Considérons alors la fonction,

f: X — FE
T o Y

Etape n°2. Montrons ensuite que f est continue sur X. Soient zy € X et
e > 0. Puisque la suite (f,)nen est de Cauchy dans (C(X, E),d), il existe
N € N tel que,

€
Vpaq 2 N7 V{L’ € X7 dE(fp(x)7fq(m)) S g

Soit € X. D’aprés lassertion ci-dessus, pour tout p > N, dg(
5. D’ot, en faisant tendre p vers I'infini, dg(f(z), fn (7)) <
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converge vers f(z) et y — dg(y, fv(x)) est continue sur X (d’aprés la seconde
inégalité triangulaire). On a donc,

Vo € X, dp(fu(e), f(@) < .

D’autre part, la fonction fy étant continue sur X, il existe donc a > 0 tel que,
€
Vo€ X, (dx(@,20) < @ = dp(fi(@). fu(@0)) < 5).
Soit z € X tel que dx(x,zg) < a. Alors, par inégalité triangulaire,

de(f(z), f(z0)) < dp(f(2), fn () + de(fn (@), fn(20)) + de(fn(0), f(20))

et donc,

dp(f(z), f(zo)) <

Ainsi, f est continue sur X.

Etape n°3. Montrons finalement que (f,)nen converge uniformément vers f
sur X. Soit € > 0. Puisque la suite (fy,)nen est de Cauchy dans (C(X, E),d),
il existe NV € N tel que,

Vn,p = N, Va € X, de(fa(@), fy(z)) <.

Soient n > N et x € X. Alors, pour tout p > N, dg(fn(x), fp(z)) < e.
En faisant tendre p vers 'infini, la continuité de y — dg(f.(z),y) assure que
de(fn(z), f(z)) <e, car (fp(z))pen converge vers f(x). Ainsi,

Ve>0, AN eN, Vn> N, Vo € X, dg(fu(x), f(z)) <e,

c’est-a-dire que (f,)nen converge uniformément vers f sur X. O



Convergence en loi

On se place sur un espace probabilisé (€2, .4,P). Soient (X, )nen+ une suite de
variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle (sur (£2,.4)). On
note Cy(R,R) I'ensemble des fonctions de R dans R continues et bornées.

Définition 1. On dit que la suite (X}, ),en+ converge en loi vers X, et on note
X, £ x si, pour tout ¢ € Cp(R,R),

n——+oo

/ (X (@)dP(w) — / (X (w))dP(w).
Q Q

n—-+o0o

Si tel est le cas, (X, )nen+ converge en loi vers toute variable aléatoire qui suit
la méme loi que X. C’est pourquoi on écrit également,

L
X, — Px.
n—-+oo

[GH]| Théoréme 2 (Théoréme de Lévy). On a X, % X si et seulement si
n—r+00

la suite de fonctions ¢x, converge simplement vers ¢x sur R.

[GK][ Théoréme 3. Soit (2,.4,P) un espace probabilisé. Soient (X,,)nen une suite
de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle, toutes définies
sur (€2, A4, P). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (X.)nen converge en loi vers X;

(ii) Pour tout point x € R, si Fx est continue au point z alors (Fx,, (z))nen
converge vers Fx(x).

En particulier, si F'x est continue, alors (X, )nen converge en loi vers X si et
seulement si (Flx, Jnen converge simplement vers Fx sur R.

Remarque. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle & densité
est continue (résultat dont on se servira pour prouver la formule de Stirling).
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Décomposition polaire sur M,(R)

Soit n € N*.
Théoréme 1. Soit M € M, (R). Alors, il existe O € O,,(R) et S € S;7(R) tel
que M = OS.

Preuve. Soit M € M, (R). D’apreés le théoréme [1} il existe une suite (Mg)gen
de matrices inversibles qui converge vers M. Pour tout k € N, le théoréme [2]
assure lexistence de (O, Sk) € O, (R) x S;FT(R) tel que My, = Oy Sk. Sachant
que Oy (R) est compact (d’apres le théoréme |3)), il existe donc O € O,(R) et
¢ : N = N une extractrice telle que (Oy(x))nen converge vers O. Or,

-1 t
VEEN, Sty = Opiny Moty = Oty Mh)
Par continuité de la transposée et du produit matriciel, on en déduit que :

lim Spr) =, lim “Op Mpry = 'OM

k— oo

Notons S = ‘OM. Puisque S;f T(R) = S;F(R) (d’aprés le théoréme , il vient
S € SH(R). Dautre part M = I, M = O'OM = OS. Ainsi, M = OS avec
O € O,(R) et S € SF(R). O

Remarque. Si M ¢ GL,(R), cette décomposition n’est pas unique.
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Densité de GL,(R) dans M,(R)

Soit n € N*.
Théoréme 1. Notons GL,(R) 'adhérence de GL,(R) dans M, (R). Alors,

GL,(R) = M, (R).
Preuve. Soit M € M, (R). Pour tout k € N*| notons,

1
My =M~ 1.

Avec ces notations, pour tout k£ € N*,

My € GL,(R) < det (M — In) #0

| =

T =

— Ker(M— In>:{0}

1
My € GL,(R) — % ¢ Sp(M).
D’ou,
1
{keNngéGLn(]Ri)}c{keN ‘ keSp(M)}.
Or, Sp(M) est un ensemble fini (et méme de cardinal inférieur ou égal a n, en

tant qu’ensemble des racines du polynome & coeflicients réels x s qui est de
degré n). Par conséquent, ’ensemble,

E:={keN| M, ¢ GL,(R)}

est fini. Notons ¢ la bijection strictement croissante qui énumeére les éléments
de F, c’est-a-dire I’application définie par :

p(0)=minFE, VkeN, pk+1)=min(E\ {p(0),...,0(k)}).

Avec ces notations, (My(x))ken est une suite de matrices inversibles. D’autre
part, pour tout k € N, (k) > k (propriété classique des fonctions strictement
croissante de N dans N), donc,
1
Iim — =0

k——+oo (k)
ce qui implique,

lim Map(k) =M

k—+oo

Ainsi, M est limite d’une suite de matrices inversibles. O
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Dérivation

Théoréme 1. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe
C! telle que f’ > 0 sur I. Alors, application,

g I — f(I)

1

est bijective et sa bijection réciproque, notée g~!, est de classe C'! sur J.

Preuve. Tout d’abord, g est surjective par construction, et g est injective, car
elle est strictement croissante. Donc g est bijective. De plus, puisque g est
dérivable sur I avec ¢’ = f' > 0, g~ ! est dérivable sur J avec,

1
-1y _
(g) Tog T
Or, ¢’ est continue sur I, car f est de classe C! sur I, et g~! est continue sur

J car dérivable sur J. Finalement, (g~1)" est continue en tant que composée
d’applications continues, et donc g~' est de classe C'! sur J. O

1

Théoréme 2 (Théoréme de la limite de la dérivée). Soient I un inter-
vallede R, a € I, f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur '\ {a}.
On suppose que [ admet une limite [ € R. Alors,

L@ =@,
r—a Tr—a
En particulier, si I € R, f est dérivable au point a et f’ est continue en a avec

f(a) =1

Preuve. Soit x € I\ {a}. Notons J, I'intervalle d’extrémités a et x. Puisque
f est continue sur J, et dérivable sur J,, le théoréme des accroissements finis
assure l'existence de ¢, € J, tel que,

f(@) = fa) = f'(cz) (2 — a).
Ainsi, pour tout z € I'\ {a},
f(z) = f(a)

!
= f(c
xr—a fea)
avec ¢, —> a (car |¢; —a| < |z — al). D’on, en faisant tendre x vers a,
r—ra
z—a T —a

(par composition de limites). Supposons ensuite I € R. Alors, Passertion
ci-dessus prouve que f est dérivable au point a avec f'(a) = 1. O
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Diagonalisation simultanée

Théoréme 1. Soient K un corps commutatif, £ un espace vectoriel sur K,
puis f et g deux endomorphismes diagonalisables qui commutent. Alors, f et g
sont simultanément diagonalisables, c¢’est-a-dire qu’il existe une base de E telle
que les matrices de f et g dans cette base soient toutes les deux diagonales.
En particulier, si A, B € M,,(K) sont deux matrices diagonalisables qui com-
mutent, alors il existe P € GL,(K) et Dy, Dy € D, (K) tels que A = PD; P!
et B= PDyP~ 1.

Preuve. Montrons tout d’abord que les sous-espaces propres de f sont stables
par g. Soit A € f. Soit x € E\(f). Alors,

flg(x)) = g(f(z)) = g(Ar) = Ag(x)

c’est-a~dire g(z) € Ex(f). Donc, Ex(f) est bien stable par g. Notons ensuite
A1y, A les valeurs propres de f, puis ni,...,n, les dimensions respectives
des sous-espaces propres Ey, (f),..., Ex, (f). Pour tout k£ € {1,...,r}, notons
fr et gr les endomorphismes respectivement induits par f et g sur Ey, (f).
Alors, pour tout k € {1,...,r},

(1) fx = Mldg, oulon a noté Eyx = E\, (f);

(ii) gk est diagonalisable en tant qu'endomorphisme induit par un endomor-
phisme diagonalisable.

Le point (ii) assure lexistence de Bi,...,B, des bases respectives de
Ex,(f),-..,Ex(f) telles que les matrices respectives de gy,..., g, dans ces
bases soient diagonales. Notons B la concaténation des bases Bi,...,B,.
Puisque f est diagonalisable, il s’agit d’une base de E. Nous allons montrer
que B est une base qui diagonalise simultanément f et g.

Pour tout (M, ...
la matrice de M, (K) diagonale par blocs de coeflicients diagonaux Mj, . .
Alors,

,M,) € M,,(K) x---x M, (K), on note Diag(My, ..., M,)
., M,
Matg(f) = Diag(Matg, (f1),...,Matg, (f)),
Matg(g) = Diag(Matg, (g1), ..., Matg,(g.)).
Or, d’aprés le point (i), pour tout k € {1,...,7}, Matg, (fi) = Axln,. D'ou,

MatB(f) = Diag(MatB1 (fl)a e 7Mat[5r(f7’)) = Dlag(Aljnl P /\rInr)-

En particulier, Matg(f) est diagonale. De plus, par le point (ii), Matp(g) est
une matrice diagonale en tant que matrice diagonale par blocs, dont les blocs
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diagonaux sont des matrices diagonales. Ainsi, B est une base qui diagonalise
simultanément f et g. Ce résultat s’étend aux matrices A et B en considérant
leurs endomorphismes de K™ canoniquement associés. O



Distance entre un point et une partie fermée d’un e.v.n de dimension finie

Théoréme 1. Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie et F' une
partie non vide et fermée de E. Soit x € E. Alors, il existe y € F tel que,

o = yll = d(z, F).

Preuve. Notons d = d(z, F). Par définition de d, pour tout n € N, il existe
Yn € F tel que,

1
—yll <d+ ——
o= gall < d+ —

Ensuite, pour tout n € N,
[z —ynl <d+1

c'est-a-dire y,, € Bg(z,d + 1). Or, Bg(z,d + 1) est une partie compacte de F
en tant que partie fermée bornée de E¥ qui est de dimension finie. Par suite, il
existe une suite (Y, (n))nen extraite de (y,)nen qui converge vers yo, € E. Et
puisque F' est fermé, on a méme y., € F. D’autre part, pour tout n € N,

d< — <d <d

car ¢(n) > n en tant qu’application strictement croissante de N dans N. D’ou,
par encadrement de limites,

lim |[jz — ytp(n)” =d.

n——+oo

Or, par continuité de la norme,

Ainsi, Yoo est un élément de F tel que ||z — yoo|| = d. H

Remarque. En revanche, un tel y n’est pas unique (voir la figure .
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Equicontinuité

Définition 1. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. On note
C(X,Y) lensemble des fonctions continues de X dans Y. Soient A une partie
de C(X,Y). On dit que A est équicontinue si,

Vg € X, Ve >0, Ja >0, Vfe A, Vx € X|
(dx (z,20) < a = dy (f(z), f(z0)) < &)
On dit que A est uniformément équicontinue si,

{ Ve >0, Ja >0, Vf € A V(x1,29) € X2,
(dx (z1,22) < a = dy(f(z1), f(x2)) <e).

Théoréme 2 (Théoréme de Heine). Soient (X,dx) un espace métrique
compact et (Y, dy) un espace métrique. Soit .4 une partie de C(X,Y). Si A
est équicontinue, alors A est uniformément équicontinue.

Preuve. Soit € > 0. Pour tout z € X, il existe a; > 0 tel que,

Vfe A, V' € X, (dX(x,x’) <a=dy(f(z), f(z') <

)

| ™

car A est équicontinue. Mais alors,
«@
Xc B(x, i) .
U B(=5
zeX

Par compacité de X, il existe donc x1,...,x, € X tels que,
n o
X c B( ,—) . P
191 Zhs (2)

N . . af
ou l'on a noté, pour tout k € {1,...,n}, ar = a,,. Posons a = min (—)
1<k<n

(qui est un réel strictement positif). Montrons que,
Vi€ A V(z,2') € X2, (dx(z,2") <a= dy(f(z), f(z)) <e).

Soient f € A et ,2' € X tels que dx(z,2’) < a. D’aprés l'inclusion (2)), il
existe k € {1,...,n} tel que = € B(mk, “—2’“) Par inégalité triangulaire, il vient
alors,

dx (2’ xp) <dx(2',z) +dx(z,21) < a+ % < % + % = oy,
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et donc o’ € B(xg, ai). D'ou, d’aprés Passertion ,

dy (f(@). f(2) € 5. dy(flan) f(a) <

et donc, par inégalité triangulaire,

dy (f(2), f()) < dy (f (@), f(2x)) + dy (f(zx), f(2')) <

ce qui prouve finalement que A est uniformément équicontinue.




|GH]

Fonction caractéristique (probabilités)

Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (€2, .4, P).

Définition 1. Soit X une variable aléatoire réelle sur €2. On appelle fonction
caractéristique de X, et on note ¢y, la fonction définie pour tout ¢ € R par,

px(t) =E[e"¥] = /Qeitx(w)d]P’(w).

Proposition 2. Soit X une variable aléatoire réelle sur 2. Alors,
(i) @x est continue et bornée.

(ii) La loi de X est entiérement déterminée par ¢y, c’est-a-dire que si Y est
une variable aléatoire réelle sur € telle que px = @y alors Px = Py-.

(iii) Siex € LL(R, B(R), ) alors X est a densite et sa densité f vérifie, pour
A-presque tout z, f(z) = 5= [p e lox (t)dt.

Proposition 3. Supposons que X € LE(Q, A, P). Alors, px est de classe CP
sur R. De plus, pour tout &k € [0, p], (k)(O) = *E[XF].

Preuve. Ceci résulte du théoréme de dérivation sous le signe intégral. O
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Fonction

de Mobius

Définition 1. On appelle fonction de Mobius, et on note i, la fonction définie

pour tout n € N* par,

1

sin=1,
wu(n) (=1)" sin est sans facteur carré,
0 sinon.

On admet le lemme suivant durant 'oral.
[JR]] Théoréme 2 (Formule d’inversion de Mobius). Si (a(n))pen- et

(b(n))nen+ sont deux suites réelles telles que, pour tout n € N*, on ait
a(n) = >_b(d), alors, pour tout n € N*, b(n)

= > u(y) a(d).
d|n d|n
Preuve. Soit n € N*. Montrons que,
1 sin=1,
dz:,u(d) o { 0 sinon.

Sin =1, le résultat est clair. Supposons n > 2. On écrit,

-
— (628
n=]]n
k=1
la décomposition de n en facteurs premiers, les py étant des nombres premiers

deux & deux distincts, et les o étant des entiers strictement positifs. Dés lors,
les diviseurs strictement positifs de n sont de la forme,

T
d= Hpk’“.
k=1

avec, pour tout k € [1,7], 0 < B < ay. De plus, si I'un des S, est supérieur
ou égal a 2 alors u(d) = 0. Donc,

Souldy = > u(pr")
dn k=1 (B1,-:Br)E{0,1}7

(B1,---,87)€{0,1}"
Pourl € [0,7],ilya (;) fagons de choisir un r-uplet (1, ..., 8,) de {0,1} formé
de [ termes égaux a 1 et r —[ termes égaux a 0, et dans ce cas f1+---+ 3, = [.
En effet, pour tout [ € [0, 7], 'application,

Pu([1,rT)
X

(71)61+-~~+Br.

—

£,

(Ix(1),...,1x(r))

—

est une bijection de I'ensemble P;([1,7]) des parties a [ éléments de [1,r], qui
est de cardinal (’;), vers l'ensemble E; des r-uplets (51,

..y Br) de {0,1} formés
de [ termes égaux a 1 et » — [ termes égaux a 0. Par suite,

Dudy=> > (=pfrEr =3 N (-
dn I=1 (B1,....5r)EEL =1 (B1,....0r)EE

car (E;)o<i<r est une partition de {0,1}". Et donc,

() =a-=o

I’avant-derniére égalité étant due & la formule du binéme de Newton. D’o1,
Vne N, Y u(d) = 1
’ 0

d|n
On prouve désormais le lemme. Soit n € N*. D’aprés notre hypothése,

>n(g)

r

Z,u(d) = Z(—l)l card(E;) = Z
d|n

=1 =1

sin=1,
sinon.

(1)

ald) = Y u(d)a( ) = D7 u(d) | X b(k)
d|n

d|n d|n k%
Or, pour tous k,d € N*, d divise n et k divise % si et seulement si & divise n
et d divise 7. Par conséquent,

kln d|%# k|n

> (%) ald) = 3037 uld)p() = 3" b(k) Y u(d).
dln E:

De plus, d’aprés 1’égalité 7 tous les termes de cette somme sont nuls hormis
celui pour n = k qui vaut b(n). D’ou,

()t

d|n

O

Remarque. La réciproque est vraie, mais n’est pas nécessaire pour prouver le
théoréme [1
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Fonctions convexes et fonctions a-convexes

Proposition 1. Soient X un convexe de R™ et f : X — R une fonction. Soit
2* un point de minimum local de f sur X.

(i) Si f est convexe, alors z* est un point de minimum global de f sur X.

(ii) Si f est strictement convexe, alors z* est l'unique point de minimum

global de f sur X.
Définition 2. Soit f: R™ — R. On dit que f est coercive si,

lim  f() =

llz|| =00

+00

c’est-a-dire,

VYA >0, 3R> 0, Vz e R", (||lz] > R = f(x) > A).
Proposition 3. Soit f : R® — R. Si f est coercive, alors elle passe par un
minimum global.

Corollaire 4. Soit f : R™ — R. Si f est strictement convexe et coercive, alors
f passe par un minimum local en unique point, et ce minimum est global.

Proposition 5. Soient f : R®™ — R une fonction différentiable. Alors, f est

convexe si et seulement si, pour tous z,y € R",

fly) = fl@) + (V[(2) |y —2).

Définition 6. Soient f : R” — R et a > 0. On dit que f est a-convexe si,
pour tous z,y € R™, pour tout ¢ € [0, 1],

fte + (L= 1)y) < tf(x) + (1= Df(y) - 0 =Dl —y|*

Remarque. Toute fonction a-convexe est strictement convexe.
Proposition 7. Soient f:R™ — R une fonction et o > 0. Notons,

R" — R
z — f(z) = gzl

o

Alors, f est a-convexe si et seulement si g, est convexe.
Preuve. Soient t € [0,1] et x,y € R™. Alors,
ga(tz + (1 = 1)y) — [tga(z) + (1 = t)ga(y)] =
[z + (1 =t)y) = [tf (@) + (1 =) f(y)] + %t(l =tz —yl?
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(les détails de ce calcul sont donnés [plus loinl). Par conséquent,
ga(tz + (1 = t)y) < [tga(@) + (1 — t)ga(y)] <

[z + (1 —t)y) <tf(z)+ (1A -1)f(y) - %t(l =tz —yl*

et donc f est a-convexe si et seulement si g, est convexe. O

Corollaire 8. Soient f : R™ — R une fonction différentiable et o > 0. Alors,
f est a-convexe si et seulement si, pour tous z,y € R,

F) > f@) + (V@) |y =)+ 5y — |

Preuve. Reprenons la fonction g, définie & la proposition précédente. Puisque
f est différentiable, g, est également différentiable, avec,

Ve € R", Vgo(z) = Vf(z) — az.
D’ou, pour tous z,y € R”,
= (Vga(z) [y —2) =
V@) [y - ) - S -y @

(de nouveau, les détails de ce calcul sont donnés [plus loinf). Par conséquent,

9a(y) = ga (@) +
fy) = fle) + (V) |y —2) +

(Vga(z) |y —7) <=

o 2

lly —

En utilisant les propositions 5] et [7} il s’en suit alors le résultat recherché. [

Corollaire 9. Soient @ > 0 et f : R™ — R une fonction. Si f est différentiable
et a-convexe, alors f est coercive.

Preuve. Soit y € R™. D’aprés la proposition précédente,

«a
Fy) = F0) + (VF0) [ 9) + S llyll*.
Or, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(VLO) )] < IV L)yl



Donc,

1) 2 £0) = IVFOlyll + Syl = £0) + lyll [-1V £O)ll + 5 ]

Finalement, pour tout y € R™,

F) 2 10+l [<IVFO) + Sl — 4o,

llyll—+o0

ce qui implique  lim  f(y) = +oo. O
llyll—+o0

Définition 10. Une fonction f : R™ — R est dite elliptique si elle est de classe
C"' et §'il existe a > 0 tel que f soit a-convexe.

Remarque. Toute fonction elliptique est strictement convexe et coercive.
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Détails des calculs pour obtenir 1’égalité . Tout d’abord,

galtr + (1= 1)y) = [t9a(2) + (1 = ga(y)] = f(tr + (1 =) = St + (1= t)y)2 = [t (£@) = Slal) + 1= 1) (F0) = Slwll?) |-

Puis, en réarrangeant les termes de cette égalité,

galte + (1= 8)y) = [tga(@) + (1 = )ga(y)] = fltz + (1= )y) = [t/ (@) + 1 = OF )] = 1t + (L =Dyl + Selle]? + S = DIyl

Et donc,
galtz + (1 =1)y) — [tga(z) + (1 = )ga(y)] = f(tz + (1 = t)y) — [tf (=) + (L - ) f(y)] + % [Ntz + (1 = t)yl* +tl] + (1 = 1)]lyl*] .-
De plus,
[tz + (1 =)yl = [tz —y) + ylI* = *[le = y[I” + 2t(x —y [ v) + [y = ]l = ylI* + 2t(x | y) — 2ty ]|* + [[y]*.
Puis,

=tz + (1 =yl + tllz* + @ = llyl* = ~lle = ylI* = 2t(x | y) + thal® + thyll* =t [the = ylI* = 2@z [ y) + [2l® + |yl*] = ti=tlz = ylI* + 2 - yI].

Et donc,
—tz + (1 = t)yl* + tllz[* + (1 = 1) [ly[* = ¢(1 — t)[|l= — y]|*.
Ainsi, en reportant ’égalité précédente dans I’égalité (3)), il en résulte que,

go(tz + (1 = t)y) — [tga(z) + (1 = t)ga(y)] = f(tz + (1 —t)y) — [tf(z) + (1 =) f(y)] + %t(l — )|z —ylf*.
Détails des calculs pour obtenir ’égalité (2]). Tout d’abord,

9(y) — 9a(2) — (Va(@) |y — @) = F4) = SWlI> + £(2) + S lle]* = (Vf(x) — oz | y — ).

Puis,
90(y) = 9a(@) = (Vga(@) | y = 2) = F(y) = (2) = (VF(@) | y =) + (aw | y = ) = S|yl + o]
Or,
(aw |y —a) = Syl + el = ale | y) = Syl = Slal? = =5 [l2l® =26 | 9) + lgll?] = =5l — %
Donc,

9a(y) = 9a() = (Vga(z) |y —2) = f(y) — f(2) = (Vf(2) |y —z) — %Hx —yl*.
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Formes quadratiques

Soit K un corps de caractéristique différente de 2. Soit F un K-espace vectoriel
de dimension finie n € N*.

Définition 1. Soit ¢ : E — K. On dit que ¢ est une forme quadratique sur F
s’il existe une forme bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — K telle que, pour tout
z € E, q(x) = p(x,x). Sitel est le cas, on dit que ¢ est une forme bilinéaire
associée a q.

Proposition 2 (Identité de polarisation). Soit ¢ une forme quadratique

sur E. Considérons 'application,

¢ + ExE — K

— Slale+y) —a@) )

(2,9)
Alors, ¢ est 'unique forme bilinéaire associée a q. On I’appelle la forme polaire
de q.

Preuve. Par définition d’une forme quadratique, il existe au moins une forme
bilinéaire symétrique ¢ : Ex E — K telle que, pour tout z € E, q(z) = ¢(x, x).
Alors, pour tout (z,y) € E?,

q(z+y) = P(z+y, z+y) = (@, 2)+2¢(x,y) +¥(y,y) = q(x) +2¢(z, y) +q(y)

car v est une forme bilinéaire symétrique, et donc,

Y(a,9) = 3 (0l +) — a(2) — o)) = ple,).

En particulier, ¢ est bien une forme bilinéaire associée a ¢, car elle est égale a
8 qui en est une. De plus, ¢ 'unique forme bilinéaire associée & ¢, puisqu’on
vient de montrer que toute forme bilinéaire 1 associée a g est égale a . O

Remarque. Dans la preuve ci-dessus, on a utilisé le fait que 2 € K*, ce qui est
vrai car K est de caractéristique différente de 2.

Définition 3. Soit B une base de F. On appelle matrice de ¢ dans la base B,
et on note Matp(q), la matrice de sa forme polaire.

Définition 4. Soit ¢ une forme quadratique sur £. On appelle noyau de ¢, et
on note Ker(g), le noyau de sa forme polaire.

Définition 5. Soit ¢ une forme quadratique sur E. On appelle cone isotrope
de ¢, et on note C4 la partie de E définie par C, = {x € E, ¢(x) = Og}. Notons
que Ker(q) C Cq.
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Remarque. La terminologie provient du fait que le cone isotrope est stable par
multiplication par un scalaire. En revanche, ce n’est pas nécessairement un
sous-espace vectoriel de F.
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Formule de Stirling généralisée

Théoréme 1 (Formule de Stirling). OnaT'(t+1) ~

t—+o0
Preuve. Rappelons que la fonction I' est définie pour tout ¢ € R% par,

+oo
Tit+1) = / zle”

-1

*dx.

Fixons t € R%. Tout d’abord, le changement de variable = (1 + u)t donne,

+oo

L(t+1) =ttt / (1+u)te” M)l gy,

-1
De plus, pour tout v € R,

(1 + u)te—(1+u)t — et 1n(1+u)e—(1+u)t _ e—t(l-i—u—ln(l-i—u)).

En notant,
¢ : ]=1,400] +—— R
u — 14+u—In(1+u)

il vient donc,

e Wy,

+oo
Lt+1)= tt“/

-1

Nous allons maintenant appliquer la méthode de Laplace (théoréme (1)) pour
déterminer un équivalent de l'intégrale,

—+oo
/ e tP () gy,
0

La fonction ¢ est de classe C? (et méme de classe C*) sur | — 1, +o0[ avec,
V€] = 1, +ool, 9() = o 9 0) =
’ ’ 1+u’ (1+u)?’

En particulier, ¢’ > 0 sur |0, +o00[, ¢’(0) =0 et ¢”(0) =1 > 0. En appliquant
le point (ii) du théoréme précédent (en choisissant pour f la fonction constante
égale a 1, et b = 4+00), il en résulte que,

+o0o —t
/ —to gy~ TE
0 t—too \| 2 4/t
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Et donc,
400 P
et\/f/ e Wy —s —.
0 t—+oo \/ 2
D’autre part, le changement de variable v = —u donne,

0 1
/ e W gy = / e @ gy,
-1 0

ot 'on a noté, pour tout v € [0, 1], ¥(v) = ¢p(—v). La fonction v est de classe
C? (et méme de classe C*°) sur [0, 1] avec,

v 1

Vo €]1, +oo|, ¥'(v) = T—o Y (v) = m

En particulier, ¢’ > 0 sur [0, 1[, ¥/(0) = 0 et ¥”(0) = 1 > 0. En appliquant le

point (ii) du théoréme précédent (en choisissant pour f la fonction constante
égale a 1, et b =1), il en résulte que,

1
e Wy~
0 t——+o0
—

0
et\/f/ e (W gy \/ T
1 t—+oo 2

¢
t

Pour tout ¢ € R%, notons g(t) = V't <> . Alors,
e

me
2Vt

Et donc,

0 +oo
M = et\/Z/ et gy 4 et\ﬁ/ et PWdy —3 2 I
g(t) . 0 t—+00 2

T(t+1)

Et donc —
g(t) t—+oo

V2m, c’est-a-dire,

T(t+1) ~

O

Remarque. L’heuristique du changement de variable est expliqué dans [FR].



Matrices symétriques

Soit n € N*. On rappelle que I'application,

() 0 Mna(R) X My (R)
(X,Y)

— R
— XY

est un produit scalaire sur M, 1(R). La norme induite par ce produit scalaire
est,

I Mya(R) — R
(X,Y) — VXX
Pour tous di,...,d, € R, on note Diag(dy,...,d,) la matrice diagonale de
coefficients diagonaux dy, ..., d,.

Lemme 1. Soit S € S, (R). Alors, les valeurs propres de S dans C sont toutes
réelles. De plus,

(i) S € S;F(R) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives;

(ii) S € S;FT(R) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Preuve. Le premier point résulte du théoréme spectral. Les points suivants se
démontrent de fagon similaire, en mettant des inégalités larges dans (i) et des
inégalités strictes dans (ii).

(i) On procéde par double implication.

e [=] Supposons que S € S; (R). Soit A une valeur propre de S,
c’est-a-dire qu’il existe X € M, ;(R) non nul tel que SX = AX. Alors,

EXSX = \NXX =\ X2

Or, 'XSX € Ry, car S € S (R).
AER,.

Puisque || X| > 0, ceci implique

e [<=] Réciproquement, supposons que les valeurs propres de S soient
toutes positives. D’aprés le théoréme spectral, il existe D € D, (R) et
P € O,(R) tels que S = *PDP. Notons ensuite Ay, ..., A, les coeffi-
cients de D. Ce sont des réels positifs, car ce sont les valeurs propres de

S. Posons,
A= Diag(x/)\l, .. \/)\n) .
Alors, 'A = A et A = D. D’ou, pour tout X € M, 1(R),
tXSX ='X'PDPX ='(APX)APX = |APX|? >0

ce qui prouve que S € S;7(R).
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(ii) On proceéde par double implication.

e [=] Supposons que S € S;Ft(R). Soit A une valeur propre de S,
c’est-a~dire qu’il existe X € M, ;(R) non nul tel que SX = AX. Alors,

EXSX = MXX =)\ X

Or, 'XSX € R, car S € ST (R).
AeRy.

Puisque || X|| > 0, ceci implique

e [<=] Réciproquement, supposons que les valeurs propres de S soient
toutes strictement positives. D’aprés le théoréme spectral, il existe
D € D,(R) et P € O,(R) tels que S = “PDP. Notons ensuite Ai, ..., \,
les coefficients de D. Ce sont des réels strictement positifs, car ce sont
les valeurs propres de S. Posons,

A:Diag(\/rl,...m>.

Alors, A € GL,(R) car det(A) = VA1... A\, >0, ‘A=A et A2 = D.
D’ot, pour tout X € M, 1(R) non nul,

EXSX ='X'PDPX ='(APX)APX = |APX|?* >0
car AP € GL,(R) et X # 0, ce qui prouve que S € S;"T(R).

O
Théoréme 2. Notons S;f T(R) I'adhérence de S;7+(R) dans M, (R). Alors,
ST (R) = S (R).

Preuve. Montrons tout d’abord que S,/ (R) est fermé dans 'espace vectoriel
Sn(R). Soit (Sp)pen une suite de matrices symétriques positives convergente
vers une matrice S dans M, (R). Montrons que S € S;/(R). Tout d’abord,
S € Sp(R) car S, (R) est une partie fermée de M, (R), en tant que sous-espace
vectoriel de dimension finie de M, (R). Considérons ensuite X € M, 1(R).
L’application M — *XMX est continue, car linéaire sur M, (R) qui est de
dimension finie. Par conséquent, la suite (*X.S,X),en converge vers ‘X SX.
Or, il s’agit d’une suite de réels positifs, car (Sp)pen est une suite de matrices



symétriques positives. Donc X SX > 0 en tant que limite d’une suite de réels
positifs, ce qui prouve que S € S;F(R). Et puisque S; T(R) C S;F(R), il vient,

Sy T(R) € S (R) = S;F(R).

Il reste & montrer I'inclusion réciproque. Soit S € S;F(R). D’apres le théoréme
spectral, il existe D € D,(R) et P € O,(R) tels que S = 'PDP. Notons
ensuite Aq, ..., A, les coefficients de D. Il s’agit des valeurs propres de S. Par
le lemme |1} ce sont des réels positifs, car S € S;"(R). Soit p € N. Posons,

1 1
Dp:Diag<)\1+,...7/\n+ ) ,
p p
puis S, = *PD,P. Alors, S, € S,,(R) car,

'S, ='P'D, (*P) ='PD,P = S,,.

De plus, les valeurs propres de S, sont A; + %, B %, qui sont des réels
strictement positifs. D’ou S, € S;'T(R) d’aprés le lemme [1} D’autre part,
(Dp)pen converge vers D dans M, (R). En effet, en considérant la norme |||/,
définie pour tout A = (a;,j)1<i j<n € Mp(R) par [|A]|c = 12%)<{n|ai’j|’ il vient,

1
VpEN, |Dp—D|joc = -~ —> 0.
pe 7” p H pp—>+oo

et donc,
D, — D.
p—+oo
Or, lapplication M +— *PM P est continue, car linéaire sur M, (R) qui est de
dimension finie. D’o1,

S, ='PD,P — 'PDP =S5

p—+oo

ce qui prouve finalement que S € S, T (R). O
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Ordre d’un élément dans un groupe

Lemme 1. Soient ¢ : G — H un isomorphisme de groupes et g € G. Alors, g
est d’ordre fini si et seulement si ¢(g) est d’ordre fini, et si tel est le cas, g et
©(g) ont le méme ordre. En particulier, deux éléments conjugués de G ont le
méme ordre.

Preuve. Pour tout [ € N*,
p(9) =e=op(d)=e=g =e

(la premiére équivalence résulte du fait que ¢ est un morphisme de groupes, la
seconde du fait que ¢ est bijective). De cette équivalence, on en déduit que g
est d’ordre fini si et seulement si ¢(g) est d’ordre fini, et que si tel est le cas,
g et ©(g) ont le méme ordre. En particulier, si g € G, alors en appliquant ce
résultat 4 ’automorphisme ¢ : h — ghg™", on obtient que si h € G est d’ordre
fini alors ghg~?! est aussi d’ordre fini et son ordre est égal & celui de h. 0

Lemme 2. Soit G un groupe. Soient z,y € G d’ordre fini tels que zy = yzx.
Notons a et b l'ordre respectif de x et y dans G. Supposons que a et b soient
premiers entre eux. Alors, xy est d’ordre ab dans G.

Preuve. Puisque x et y commutent, on a, pour tout k& € N, (zy)F = aFy*.

En particulier, (zy)® = %y = (2%)°(y*)? = (eq)’(eq)® = eg. De plus, si
(zy)* = eg alors (zy)®* = eg, puis,

eq = (xy)ka _ (l,a)kyka _ yka.
Par suite, b divise ka, et donc b divise k d’aprés le lemme de Gauss (car b est
premier avec a). De fagon analogue, on obtient que a divise k. Puisque a et b

sont premiers entre eux, il s’en suit que ab divise k. Finalement, xy est donc
d’ordre ab dans G. O
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Probabilité que deux permutations commutent

Proposition 1. La suite (n(6y))gen» converge vers 0.

Preuve. Pour tout k € N*, notons my, le cardinal de I’ensemble des partitions
de l'entier k. Soit k € N*. Dans &y, il y a my, classes de conjugaison distinctes.
Or, dans la preuve du théoréme de Dixon, nous avons montré que, pour tout
groupe G, le nombre n(G) est égal au nombre de classes de conjugaison de G
divisé par le cardinal de G. Par conséquent,

my my

Or, my, < 2%. Donc, pour tout k € N*,

2k
< < —
0sn(®e) <37 2,

De cet encadrement, on en déduit que (&) =0. O

lim n
k——+oo
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Mesure de probabilité associée a une série

La proposition suivante est un rappel sur les probabilités discrétes. (la derniere égalité résulte du fait que (Ag)gen+ est une partition de A).
o0 Puis, d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli,

Proposition 1. Soit (a,),en+ une suite de réels positifs telle que Z an = 1.

= BA) =YY s ) =3 3 a, = S P(4).

Alors, il existe une unique mesure de probabilité P sur (N*, P(N*)) telle que, kENneN kEN nE A, keEN

vn €N, P({n}) = an. Ainsi, P est une mesure de probabilité sur (N*; P(N*)). De plus, cette mesure

de probabilité vérifie bien, pour tout n € N, P — a,,. D’oit Vexistence. []
Preuve. Si P est une mesure de probabilité sur (N*, P(N*)) telle que, © ProbabIlite VETLIe bieh, pout tout n ({n}) =a ot Texistence

Vn € N, P({n}) = ap,
alors, pour tout A C N*, la o-additivité de P donne,
P(A) = P( U {n}) =Y P{n}) =>_ an
neA neA neA
D’ott I'unicité. Montrons ensuite que ’application,
P : PN*) — [0,1]

A — Zan

neA
est une mesure de probabilité sur (N*,P(N*)) convenant a notre probléme.

o P est bien définie de P(N*) dans [0,1] car si A C N*

O§Zan§2an:1

neA neN
(par positivité des ay,).
o P(@) =0 (par convention, toute somme indicée par & est vide).

e Soit (Ag)ken une suite de parties deux a deux disjointes de N*. Notons,

A= U Ag.

keN*

P(A) = Z an, = ZanlA(n) = Z ZanlAk(n)

neA neN neNkeN

Alors,
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Racines primitives de I'unité et polynémes cyclotomiques

Soit n € N*. On note U,, ’ensemble des racines n-iémes de l'unité du corps
des nombres complexes. Alors,

2ikm

U,={z€C, z":l}:{e n ng‘gn—l}.

De plus, U, est un sous-groupe du groupe multiplicatif C* de cardinal n.
Donc, U, est cyclique en tant que sous-groupe fini du groupe des inversibles
d’un corps commutatif.

Définition 1. Une racine n-iéme de 'unité z est dite primitive si elle est
d’ordre exactement n dans le groupe multiplicatif C*, c’est-a-dire que,

n:min{kGN*, zk:I}.

On note P, ’ensemble des racines primitives n-iéme de 1'unité.

Proposition 2. Les racines primitives n-iémes de I'unité sont les e " pour
0 <k <n-—1tels que pged(k,n) = 1.

Preuve. Soit k € {0,...,n — 1} tel que pged(k,n) = 1. Notons w l'ordre de
e dans le groupe multiplicatif C*. Montrons que w = n. Tout d’abord, w

divise n par le théoréme de Lagrange. Par ailleurs,
2ikwm ( 2ikm )‘*’
e n = e n = 1

et donc 2}“% € 2nZ, c’est-a~dire n | wk. Or, pged(k,n) = 1. D’aprés le lemme
.. I 5 N . 2ikT .
de Gauss, n divise donc w. D’ol, w = n, c’est-a-dire que e = est une racine

primitive n-iéme de 'unité.

Réciproquement, supposons que ¢ soit une racine primitive n-iéme de 'unité.
Puisque ¢ est une racine n-iéme de l'unité, il existe k € {0,...,n — 1} tel que
2ikm . .. . N o 9. 5 .
¢ =e"n . Soit d € N* un diviseur commun a k et n, c’est-a-dire qu’il existe
2ilm
(I,m) € N* tels que k = ld et n = md. Alors, ( = e™m , et donc (™ = 1.
Par suite, m divise n car  est d’ordre n dans le groupe multiplicatif C*, puis

m =n et donc d = 1, ce qui prouve finalement que pged(k,n) = 1. O

Proposition 3. L’ensemble {P;, d | n} est une partition de U,.

Preuve. On montre que {P;, d | n} est un ensemble de parties non vides et
deux & deux disjointes de U,, dont la réunion est égale & U,.

(i) Si d € N* tel que d | n alors Py # @ car, d’aprés la proposition
eT e Py.

(ii) Soient d,d’ € N* tels que d et d’ divisent n. Si Py N Py # & alors en
considérant ( € Py N Py il s’en suit que ¢ est a la fois d’ordre d et d’
dans le groupe multiplicatif C*, d’ou d = d’.

(iii) Montrons que,

Un=|JPa

d|n

) . Soit ¢ € U,,. Notons d 'ordre de ¢ dans le groupe multiplicatif
C*. Alors, ¢ € P;. De plus, d’aprés le théoréme de Lagrange, d

divise n. Donc,
(e UPd.
d|n

° . Réciproquement, soit ( € P; pour d € N* divisant n.
Alors, il existe m € N* tel que n = md et que (¢ = 1, puis
" =¢md = (¢4)™ =1, et donc ¢ € U,.

Par double inclusion, il en résulte que,

U, C U P,.
d|n
Ainsi, {Py, d|n} est une partition de U,,. O

Définition 4. Pour tout n € N*, on appelle n-iéme polynéme cyclotomique,
et on note ®,,, le polynéme de C[X] défini par :

CEP,
Remarque. D’aprés la proposition 2] on a aussi,
o, = [ (X—eﬁF)
1<k<n-—1

pged(k,n)=1

et donc deg(®,,) = card({1 < k < n, pged(k,n) = 1}) = ¢(n) ou ¢(n) désigne
I'indicatrice d’Euler de n.
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Lemme 5. Soient A, B € Z[X]. Supposons que B soit un polyndme unitaire.
Alors, il existe @, R € Z[X] tels que A = BQ + R avec deg(R) < deg(B) ou
R=0.

Preuve. Montrons par récurrence sur n € N que si A € Z[X] vérifie deg(A4) < n
ou A =0 alors il existe Q, R € Z[X] tels que A = BQ + R.

Initialisation. Soit A € Z[X] tel que le polynéme A soit constant. On

distingue deux cas.
e Si B est constant alors B =1 et donc Q = A et R = 0 conviennent.
e Sinon, @ =0 et R = A conviennent car deg(B) > deg(A).

Hérédité. Supposons ensuite le résultat établi pour un rang n € N fixé.
Soit A € Z[X] un polynome tel que deg(A) < n + 1. Si deg(A4) < n,
I’hypothése de récurrence permet de conclure directement. On peut donc sup-
poser deg(A) =n + 1. Notons p = deg(B). On distingue ensuite deux cas.

e Casn’l : p <n+1. Alors, A— a, 1 X""'"PB est un polynéme de
degré inférieur ou égal & n. Par hypothése de récurrence, il existe donc
P, S € Z[X] tels que,

A—a, 1 X"T"PB = PB + 8,
avec deg(R) < deg(B) ou R = 0. Par suite,
A= (a1 X"T"P+ P)B+ S

avec deg(R) < deg(B) ou R =0, et donc Q = ap 1 X" P+Pet R=S

conviennent.

e Casn2: p >n+1. Alors, @ = 0 et R = A conviennent car

deg(B) > deg(A).

Dans tous les cas, le résultat est donc vrai au rang n + 1, ce qui termine la
récurrence. 0

Lemme 6. Soit n € N*. Alors,
(i) X" —1=]]®a
d|n

(i) @, € Z[X],

(iii) @, et H ®, sont premiers entre eux dans Q[X].
d|n

Preuve.
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(i)

(i)

(iii)

Cette égalité résulte du fait que les racines n-iémes de 'unité d’ordre d
pour d | n partitionnent I’ensemble des racines n-iémes de l'unité.

Montrons par récurrence sur n € N que, pour tout &k € {1,...,n},
Dy, € Z[X].

Initialisation. On a & = X — 1 € Z[X].
Hérédité. Supposons le résultat établi pour un rang n € N* fixé. Alors,

X 1=, [] @4 (1)

d|n+1
d#n+1

avec X" —1 € Z[X] et H ®, € Z[X] en conséquence de 'hypothese

din+1
d#n+1
de récurrence. Par ailleurs, puisque H ®, est un polyndéme unitaire,
d|n+1
d#n+1

il existe @, R € Z[X] tels que,
xm—1=Q [] ®a+R (2)

d|n+1
d#n+1

avec deg(R) < deg(®,+1) ou R = 0. Les égalités et fournissent
tout deux la division euclidienne de X"*! — 1 par H o, dans C[X].

d|n+1
d#n+1
De I'unicité de cette décomposition, on en déduit que ¢, 11 = Q et R = 0.

En particulier, ®,,11 € Z[X], ce qui termine la récurrence.

Soit d € N* un diviseur strict de n. Notons tout d’abord que ®,, et ¢4
sont sans racines communes dans C, car les racines respectives de ®,, et
®4 sont les éléments de U,, d’ordre n et d. A fortiori, ®,, et H‘bd sont
d|n

sans racines communes dans C, donc premiers entre eux dans Q[X]. En
effet, sinon il existerait un diviseur non constant D commun & ces deux
polyndémes dans Q, et donc D posséderait au moins une racine dans C,
qui serait alors une racine commune de ces deux polynoémes dans C.

O



Régularité de l'inverse dans GL,(R")

Soit n € N*.
Lemme 1. L’application,

A : GLR") — GL(R")
@ — !

est de classe C*° sur GL(R").

Preuve. Soit % une base de E. L’application,

® : GL(E) — GL,(R)
® —  Matg(p)

est un isomorphisme. En particulier, ® et ! sont de classe C*°, comme toute
application linéaire sur un espace de dimension finie. Montrons ensuite que,
I'application,
© : GL,(R) — GL,(R)
M — M

est de classe C*° sur GL,(R). Pour tout M € GL,(R),

1
M= t t(M).
det (M) Comat(M)

Or, M + det(M) et M +— * Comat(M) sont des polynodmes en les coefficients
de M, et M + det(M) ne s’annule pas sur GL,(R). Par conséquent, chaque
coefficient de M ! est une fraction rationnelle en les coefficients de M, dont
le dénominateur ne s’annule pas. En particulier, © est donc de classe C'*° sur
GL,(R). Finalement, il en résulte que A = ®~1 0 © o ® est de classe C> sur
GL(E). O
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Séparabilité

Définition 1. Un espace métrique est dit séparable s’il contient une partie
dense et dénombrable.

Proposition 2. Tout espace métrique compact est séparable.

Preuve. Soit (K, d) un espace métrique compact. Soit p € N*. Alors,

Kc|J B(m,;)

reK
Par compacité de K, il existe donc asgp), . 795552, € X tels que,
mp 1
K= B(x,?), ) (1)
k=1

Posons ensuite,
N=|J P, 1<k <m).
peEN*

Tout d’abord, N est dénombrable en tant qu’union dénombrable d’ensembles
finis. Montrons que N est dense dans K. Soient z € K et ¢ > 0. Considérons
p € N* tel que % < e. L’inclusion assure lexistence de k € {1,...,m,} tel
que d(z,zy) < %. Finalement, zj est un élément de N tel que d(x, zx) < ¢, ce
qui prouve que N est dense dans K, et donc que K est séparable. O
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Théoréme de Carathéodory

Soit n € N*. Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et A une partie
non vide de E. On note Conv(A) l'enveloppe convexe de A.

Théoréme 1 (Théoréme de Carathéodory). L’enveloppe convexe de A
est I’ensemble des combinaisons convexes de famille de n + 1 points de A.

Preuve. On sait déja que,

p € N,
AL, Ap €ERG
Conv(A) =< May+---+ \ya 1
() 141 pUp )\1_'_“__‘_/\17:1, ()
ai,...,ap € A.

(ce résultat reste vrai en dimension infinie). Notons ensuite B I’ensemble des
combinaisons convexes de famille de n + 1 points de A, c’est-a-dire :

)\1;~'~;)\n+1 €R+
B = )\1a1+"'+)\n+1an+1 )\1 +"'+)\n+1 = la
A1y, Qpyl € A.

Avec ces notations, il suffit de montrer que B = Conv(A). Puisque Conv(A)
est une partie convexe de A contenant A, on a bien l'inclusion B C Conv(A)
(1a encore, ce résultat reste vrai en dimension infinie). Réciproquement, fixons
z € Conv(A). D’apres 'égalité , I’ensemble,

I, A €RY
Jaq,...,ap € A
A+ =1,
T = A1a1 + -+ Apayp.

P:=<{peN*

est une partie non vide de N*. Par conséquent, P admet un minimum que 1’on
note p. Puisque p € P, il existe A1,...,A\p € Ry et aq1,...,a, € A tels que,

M+ F A =1,
T = Aag + -+ Apap.

Pour conclure que = € B, il suffit de montrer que p < n + 1. Pour cela, on
raisonne par l’absurde en supposant que p > n + 2. Sous-cette hypothése,
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I’application linéaire suivante :

b RP ExR
p p

(:ula"'uu’p) — (ZMuZMz%)
i=1 i=1

est non injective, car d’aprés le théoréme du rang,

dim(Ker(¢)) = dim(RP) — dim(Im(¢))

—

ce qui implique,
dim(Ker(¢)) > dim(R?) —dim(E xR)=p— (n+1) > 1.
aﬂp) € R;D \ {(03 A 0)} tel que,

e =0,
piar + -+ ppap = 0.

On peut donc considérer (pg, ...

Avec ces notations, il vient, pour tout v € R,

P

=1

Soit j € [1,p] tel que,

Aj A
—— = min ——
Mg #ai>0
(notons qu'il existe bien au moins un u; > 0 car ils sont non tous nuls et leur
. Aj
somme vaut 0). On choisit alors v = —=L < 0 de telle sorte que,
2%}

(i) Aj +vpy =0;
(ii) pour tout ¢ € [1,p], A\; +vu; > 0.
En effet,

s
Aj+vpg =N+ <’uj)
J

d’ou le point (i), et pour tout i € [1,p],

e sip; >0alors \; +vp; > M\ + (—i‘T) i = 0;



e si u; <0 alors vy; > 0 et done \; + vp; > 0 (car A\; > 0);

d’ou le point (ii). Ainsi,

p P
1= Z(Ai +rp) = Z()\i +vpi),
i=1 i2
i=1
p p
r= Z(Ai +vpi)a; = Z()\i + vpi)ag,
7

ce qui contredit la minimalité de p. D’ou p < n+1. Si p=n+ 1, il est clair
que z € B. Sinon, pour tout ¢ € [p,n + 1], on note A\; = 0 et a; = a1. Avec
ces notations, il vient,

MA A =M+ =1,

rT=MNa+---+ )\pap =XMa1+ -+ At1any1-
ce qui prouve que z € B. Finalement, Conv(A) = B (par double inclusion). [
Corollaire 2. Si A est compact, alors Conv(A) est compact.

Preuve. Soit (z(®))en une suite d’éléments de Conv(A). D’aprés le théoréme

de Carathéodory, pour tout k € N; il existe )\gk),‘ ,)\gﬁzl des réels positifs et
agk), e ;’21 € A tels que,
n+1
k k) (k
LR
p=1
n+1
k
S =1
p=1

En particulier, pour tout k& € N, et pour tout p € [1,n + 1],

D<A <A oA, =

ce qui prouve que les suites (Agk))keN, ce ()\fgl)k.eN sont bornées. De plus, les
suites (agk))keN, ce, (agﬁl)keN sont & termes dans A qui est compact. D’aprés
la proposition [T} il existe donc :

- une application ¢ : N — N strictement croissante,

A A e Ry,
- et a(oo),..., Sf)lGA
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tels que, pour tout p € [1,n + 1], on ait,
lim alph) = o)
k—+oo ’

lim )\(w(k))

k—+oo

Ale),

Par suite,

et,
n+1 n+1

(k) — (#(k)) o (oK) (00)  (

=D NI 2 D e

p=1 =
n+1

Ainsi, (2(®))en converge vers Z )\
p=1

) qui appartient bien a Conv(A) car

n+1
AL A e Ry et DA = 1

p=1
Autrement dit, toute suite d’éléments de Conv(A4) admet au moins une valeur
d’adhérence dans Conv(A), ¢’est-a-dire que Conv(A) est compact. O

Théoréme 3. L’ensemble O, (R) est une partie compacte de M, (R).

Preuve. Puisque M,,(R) est un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de
montrer que O, (R) est une partie fermée et bornée de M, (R).

e Montrons que O, (R) est borné. Puisque M, (R) est de dimension finie,
cette propriété ne dépend pas du choix de la norme. On choisit la norme
||I-|| définie pour tout M € M, (R) par |M|| = Tr(* M M). Alors,

VM € O,(R), |[M| = Tr(*MM) = Tx(I,,) = n.

Donc, O, (R) est une partie bornée de (M, (R), ||-||). Or, toutes les normes

sur M, (R) sont équivalentes (car M, (R) est de dimension finie), et donc
O, (R) est une partie bornée de M, (R) quelque soit la norme choisie.

e Montrons que O, (R) est fermé. Considérons I’application,

f o M,(R) — M,(R)
M — MM

Alors, f est continue en tant que composée de ’application,

M, (R)
M —

—  Mu(R) x M,(R)
("M, M)



qui est continue (car linéaire en dimension finie) par I’application,

M,(R) — M,(R)x M,(R)
(A,B) +— AB

qui est continue (car bilinéaire en dimension finie). Par suite, O, (R) est
fermé en tant qu’image réciproque de {I,} (qui est fermé) par f qui est
continue.

Ainsi, O, (R) est une partie fermée et bornée de M, (R). Puisque M, (R) est de
dimension finie, il en résulte que O, (R) est une partie compacte de M, (R). O

Corollaire 4. L’ensemble Conv(O,,(R)) est une partie compacte de M, (R).

Preuyve. D’aprés le théoréme |3) O, (R) est une partie compacte de M, (R).
Sachant que M, (R) est un espace vectoriel de dimension finie, la proposition
assure que Conv(O,(R)) est également une partie compacte de M, (R). O

161



Théoréme de convergence dominée a parameétre

Théoréme 1 (Théoréme de convergence dominée a parameétre). Soient
T une partie de R, (X, A, m) un espace mesuré, f : T'x X — C une application
et a € T. On suppose que,

(i) pour tout ¢t € T, la fonction f(¢,-) est mesurable.

(ii) pour tout x € X, la fonction f(-,x) admet une limite en a, que 'on note

fal(z).

(iii) il existe une application g : X — C intégrable sur X telle que,
VieT.Vx e X, |f(t,x)] <g(z).

Alors, f, est intégrable sur X et,

t—a

lim /X F(t,x)dm() = /X fal@)dm(z).

Preuve. 11 suffit d’utiliser la caractérisation séquentielle de la limite, puis
d’appliquer le théoréme de convergence dominée. O
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Théoréme de représentation de Riesz (en dimension finie)

En dimension finie, le théoréme de Riesz posséde une démonstration bien plus
élémentaire qu’il est bon de connaitre. C’est ’objet de cette sous-section.

Théoréme 1. Soit E un espace euclidien. Pour tout f € E*, il existe un
unique x € F tel que, pour tout y € E, f(y) = (x| y).

Preuve. Pour tout z € E, notons,

¢p : E R
y

_)
— (= ]y)

Alors, application,
¢ : E — FE*
T o O

est lindaire et injective, car Ker(¢) = E+ = {0}. Or, dim(E*) = dim(E).
Donc ® est un isomorphisme. En particulier, ® est bijective, ce qui achéve la
preuve. O

Remarque. C’est un cas particulier du théoréme de Riesz.
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|GH]

Théoréme de représentation de Riesz dans un espace de Hilbert

Corollaire 1. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de H alors,
H=F&F~.

Preuve. Tout d’abord, F'N F+ = {0} (cette égalité est vraie pour un espace
vectoriel normé quelconque F et un sous-espace vectoriel F' quelconque de E).
En effet, si 2 € F'N F* alors (z | ) = 0 ce qui implique z = 0. Montrons
ensuite que H = F + F. Soit # € H. Notons Pr(z) le projeté orthogonal de
x sur F. Soit y € F. D’aprés la caractérisation de Pr(z),

(z — Pp(2) |y) = (x — Pp(z) | Pr(z)+y — Pr(z)) <0
car Pr(z)+y € F. D'ou, (x — Pr(z) | y) < 0. De méme,
—(z—Pp(z)|y) = (z - Pr(z) | Pr(z) —y — Pp(z)) <0
car Prp(z) —y € F. D'ow, (x — Pr(z) | y) > 0. Par double inégalité, il vient,
(z — Pp(x) [ y) = 0.
Ceci valant pour tout y € F, il s’en suit que x — Pp(x) € F*. Ainsi,
x = Pp(x) + x — Pr(x)
——
er eF+t

ce qui prouve que v € F + F*+. Ainsi, H = F @ F*+. O

Remarque. Dans la preuve ci-dessus, on a montré que z — Pp(xz) € F+. On
peut en fait montrer que cette propriété caractérise Pr(z) (cf. proposition 6.51
de [GH]).
Notons H’ I’ensemble des formes linéaires continues sur H. On munit H' de
la norme subordonnée aux normes ||| et |-|, c’est-a-dire la norme ||-|| définie
pour tout ¢ € H' par,

|f(@)]

el

|6]] = sup
r€H
z#0
Pour tout a € H, notons,

ée : H — R
x — (z]a)

Remarquons que, pour tout a € H, ¢, € H' car, d’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwarz,
Ve e H, |(a| )] < lall|=]

d'ott ¢, € H' avec ||¢a|| < [la]| (on a méme [[¢q]| = [lal| puisque ¢q(a) = [lal*).
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Théoréme 2 (Représentation de Riesz). Pour tout ¢ € H’, il existe un
unique vecteur a de H tel que,

Ve e H, ¢(z) = (z | a).

Ainsi, I’application,
® : H — H
a — ¢aq

est un isomorphisme. De plus, c’est une isométrie.

Preuve. Si ¢ = 0 alors a = 0 est bien le seul vecteur qui convient. Supposons
¢ # 0, et notons F son noyau. Alors, F' est un sous-espace vectoriel fermé de FE
(en tant qu’image réciproque de {0} qui est fermé par ¢ qui est continue). Par
ailleurs, F'+ # {0} (car F # H et H = F @ F1), ce qui permet de considérer
xo € F+\ {0}. En particulier, zg ¢ F, c’est-a-dire ¢(zg) # 0. Montrons que,

oy ¢>(l’)x+¢(x)x
d(z0) " " plwo) "
—_—— SN——

eFr cFL

Tout d’abord, I'égalité est immédiate. Ensuite, la linéarité de ¢ donne,

6@) N o 6@
o= Z5%an) = ote) — S o) =0

qf((;)) xo € F. Enfin,
0

P(x)
P(x0)
e P(z) -
v o(x0) " -
—_———

cer

et donc x — xo car £o € FL. D'ou,

P(x) -
¢(z0) "
—_——

eEFL

En particulier,

(x| 20) = 2 |1y

d(z0)

o) = T @ o) = (o |

 oll

c’est-a-dire,

p(x0) ) .

0
l|zol|

|GH]



P(x0)

1ol
b € H vérifie, pour tout x € H, ¢(x) = (z | b), alors,

Ainsi, en notant a =

xg, il vient ¢ = ¢,. De plus, a est unique, car si

(b—alb—a)=(b—a|b)—(b—ala)=eb—a)—d(b—a)=0

et donc a = b. Ainsi, ¢ est bijective. Sachant que ® est linéaire, on en déduit
que ® est un isomorphisme. De plus, ® est une isométrie puisqu’on a montré
précédemment que, pour tout a € H, ||¢.| = ||a|- O
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Théoréme de sortie de tout compact

Lemme 1. Soit g : Jo, B[ — R™. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) g admet une limite en S,

(ii) pour toute suite (t,)nen & termes dans ]a, 8] qui converge vers 3, la suite
(9(tn))nen converge.

Preuve. L’implication (i) = (ii) est immédiate. Montrons que (ii) = (i). Soient
(tn)nen et (Sn)nen deux suites a termes dans |o, 5] qui convergent vers 5. Par
hypothese, les suites (g(tn))nen €t (g(Sn))nen convergent respectivement vers
l1,lo € R™. Montrons que l; = l5. Pour tout n € N, posons,

- t, sine?2N,
"7l s, sin€2N-+1.

Alors, (,)nen converge vers 8. Par hypothése, (g(ry,))nen converge donc vers
[ € R™. Or, puisque (g(rn))nen est une suite extraite de (g(tn))nen, on en
déduit que [ = I;. De méme, | = [5. D’ou I3 = 5. Ainsi, pour toute suite &
termes dans Ja, B[ qui converge vers 3, la suite de ses images par g converge
vers [. Montrons désormais que g admet une limite en 8 qui vaut /. Sinon,

E|€0 > O, Vo > 07 Eltzs G]B_éaﬂ[v ||g(t5) - l” > €0

En prenant ¢,, = n%rl, on construit alors une suite (u,)nen & termes dans Ja, 5]
qui converge vers 3, et donc (g(uy,))nen converge vers | d’aprés ce qui précede.
Mais ceci est impossible puisque, pour tout n € N, ||g(u,) — || > 0. Alnsi, ¢
admet une limite en 8 qui vaut [. O

Théoréme 2 (Théoréme de sortie de tout compact). Soit (]a, b[,y) une
solution de (E) telle que b < +o00. S’il existe € > 0 et K un compact de I x §2
tels que I’ensemble,

{(t,y(t)), t€lb—¢e,b]} C K

alors il existe ¢ > b tel que y se prolonge en une solution de (E) sur |a, c|.

Preuve. Montrons tout d’abord que y posséde une limite [ en b et que (b,1) € K.
La fonction f étant continue sur K qui est compact, on peut poser,

L= sup ||F(t,z)].

(t,x)eK

Fixons (t,)nen une suite a termes dans |b — &, b[ qui converge vers b. D’aprés
I'inégalité des accroissements finis, pour tous ¢, s €]b — ¢, b,

ly(¢) = y(s)Il < Lft — 5.
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En particulier, pour tous p,q € N,

ly(tp) = y(ta)ll < Lltp — t4

ce qui implique que (y(t,))nen est une suite de Cauchy car (t,)ncn est elle-
méme de Cauchy. Puisque la suite (y(t,))nen est & termes dans K, et que K
est complet en tant que partie fermée de R™*1, on en conclut que (y(t,))nen
converge vers un certain y, € K. D’aprés le premier lemme,

li = Yp.

lim y(t) =y

De plus, (b,yp) € K C I x Q. D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (local),
il existe donc Je,d[C I tel que (]¢,d], z) soit solution du probléme de Cauchy
de (E) en (b,y). En particulier, b €]c, d[. Notons ensuite,

e e, d — R™
y(t) sit€la,b],
b { () sitelbd]

Montrons désormais que ¢ est une solution de (E) qui prolonge strictement y.
Tout d’abord, ¢ est dérivable sur |a, b[U]b, d[ avec, pour tout ¢ €]a, b[U]b, d],

¢'(t) = F(t, o(t)-
De plus, par continuité de F' au point (b, yp),

lim ¢ (t) = lim F(¢,y(t)) = F(b,yp) = lim F(t, z(t)) = lim ¢’ (t)
t—b t—b t—b t—b

t<b t<b t>b t>b

car llHllj y(t) = yp. D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée (théoréme ,
—

on en conclut que ¢ est solution de (E). De plus, ¢ est un prolongement strict
de y car |a, d[ contient strictement ]a, d]. O



Théoréme du point fixe de Banach-Picard

Théoréme 1 (Théoréme du point fixe de Banach-Picard). Soit (E,d)
un espace métrique complet. Soit f : E — FE une application contractante,
c’est-a-dire qu’il existe k €]0, 1] tel que, pour tous z,y € E,

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Alors, f admet un unique point fixe.

Preuve. Soit xy € E. Considérons la suite (x,),ecn définie pour tout n € N
par Z,+1 = f(x,). Soit p € N. Montrons par récurrence sur n € N que,

d(xpsp, Tn) < k"d(zp, 20).

Pour n = 0, il s’agit d’une égalité. Supposons ensuite le résultat établi pour
un rang n € N fixé. Alors, par hypothése sur f,

d(@nipt1; Tny1) = d(f(Tnip), f2n)) < kd(Znip, 2n)
et donc, par hypothése de récurrence,
d(Tpip+1, Tnt1) < kn+1d($p7 x0).
Ainsi, pour tous n,p € N,
A(@ntp, Tn) < k" d(p, o).

Puisque k < 1, cette derniére inégalité entraine que la suite (2, )nen est de
Cauchy. La complétude de (E,d) assure alors l'existence de z, € F tel que
(Tn)nen converge vers T, dans (F,d). Puisque f est contractante, f est con-
tinue en x., et donc,

Tpt1 = f(zn) n_>—+>oo f(Zo0)-
Par unicité de la limite, on en conclut que f(Zo) = Zoo. Donc f admet un
point fixe. Il reste & montrer son unicité. Soient a,b € E tels que f(a) = a et
f(b) =b. Alors,
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b)

avec k €]0, 1[, ce qui n’est possible que si d(a,b) = 0, c’est-a-dire a = b. Ainsi,
f admet un unique point fixe. O

167



Trace et base orthonormée

Soit n € N*. Notons (- | -)2 le produit scalaire sur M, 1 (R) défini par,
VXY € My (R), (X |Y)y ="XY.

Notons ||-||2 la norme induite par ce produit scalaire. Rappelons a toutes fins
utiles que, pour tout M € M, (R), et pour tous X,Y € M, 1(R),

(AX [Y)2 = (X ['AY )y
car (AX | Y)s = HAX)Y = ' XPAY = (X | tAY),.

Proposition 1. Soient A € M, (R) et (X3,...,X,) une base orthonormée de
(Mp1(R), [|-]|2). Alors,

n

Tr(A) = > (AX; | Xi)a.
i=1
Preuve. Commengons par prouver ce résultat pour la base canonique. Notons
a; ; le terme général de A et (C4,...,C,) la base canonique. Rappelons que,
pour tout M € M,(R) et pour tout i € [1,n], MC; est égal a la premiére
colonne de M et !C; M est égal & la premiére ligne de M. Par conséquent,

Vi € [[1,n]] s tOiACZ‘ = Q;
et donc,
Za“ = Z (AC; | Cy)a.
=1
Ainsi,
VM e M,(R) :ZMC|C (1)

Notons ensuite P la matrice de passage de (C’17 o Cn)a(Xy, ..., X)), Alors,
P € 0,(R). De plus, pour tout i € [1,n], PX; = C; et 'PC; = X;. Par suite,

D AX; [ Xi)a = Y (A'PC;|'PC;),
i=1 i=1
= i(PAtPCHCi)z
i=1
= Tr(PA'P)
n = Tr(PAP™Y)
D AKX | Xy)e = Tr(A)

ot la deuxiéme égalité résulte du rappel préliminaire et la troisiéme égalité de
I’égalité . Ainsi,
n
Tr(A) =) (AX; | Xi)o.

i=1
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Un lemme d’arithmétique bien utile

Lemme 1. Soit K un corps. Soient Q1,...,Q, € K[X] des polyndémes deux a
deux premiers entre eux et P € K[X]. On suppose que, pour tout k € [1,n],
Qy divise P. Alors, leur produit @ - - - Q,, divise P.

Preuve. Montrons, par récurrence sur n € N*, que si Qq,...,Q, € K[X] sont
des polynoémes deux & deux premiers entre eux divisant chacun P, alors leur
produit divise aussi P.

Initialisation. Soient A et B deux polyndémes premiers entre eux divisant P.
Alors, AB est un diviseur commun de PB et PA, et donc,

AB | pged(PB,PA) = Ppged(A, B) = P.

Hérédité. Supposons maintenant le résultat établi pour un rang n > 2 fixé.
Soient @1, ...,Qn+1 des polynémes deux & deux premiers entre eux divisant
chacun P. Alors, les polynoémes @1 et Q2 - - - Q511 sont premiers entre eux. En
effet, si D est un diviseur irréductible de Q1 et Q2 - - Qpy1, d’apres le lemme
d’Euclide, il existe i € [2,n 4+ 1] tel que D divise Q;, ce qui contredit le fait
que @1 et Q; soient premiers entre eux. Ainsi, Q1 et Q2 - - - Q41 sont premiers
entre eux. Or, par hypothése de récurrence,

Q2 Quy1 | P.

On peut donc appliquer le résultat de l'initialisation aux polynémes A = @
et B=Qs---Qnt1, ce qui donne finalement,

Q1 Quyr | P

D’ou I’hérédité. Par récurrence, il s’en suit le résultat souhaité. O
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Variables aléatoires mutuellement indépendantes et identiquement distribuées

Définition 1. Soit (A;);c; une famille de tribus de Q incluses dans A. On

dit que la famille (A;);cs est indépendante si, pour tout (A;);er € H‘Ai’ la
iel
famille (A;);cr est indépendante.

Proposition 2. Soit X : (Q2,.A) — (E,T) une variable aléatoire. On note,
o(X)={X"1A), AcT}.
Alors, o(X) est une tribu sur Q. On dit que c’est la tribu engendrée par une

variable aléatoire X.

Définition 3. Soit (X; : (2, A) — (E;,T;))icr une famille de variables aléa-
toires. On dit que la famille (X;);c; est indépendante (ou que ces variables
aléatoires sont mutuellement indépendantes) si la famille de tribus (o(X;))ier
est indépendante, c’est-a-dire si, pour toute partie finie J de I,

Apjes € [ 75 Bl (X5 € 4)) | = [ Px; € 4)).

jeJ jeJ jeJ

Définition 4. Des variables aléatoires sont dites i.i.d (indépendantes et iden-
tiquement distribuées) lorsqu’elles sont mutuellement indépendantes et qu’elles
suivent toutes la méme loi de probabilité.

Je remercie Pierre Mathieu, enseignant a 'université d’Aix-Marseille, pour ces
éclaircissements concernant le résultat ci-dessous.

Lemme 5. Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé. Il existe une suite (X, )nen~
de variables aléatoires telle que,

(i) les variables aléatoires de (X, )nen+ sont mutuellement indépendantes;
(ii) pour tout n € N*, X,, — P.

Autrement dit, (X,,)nen+ est une suite de variables aléatoires i.i.d (indépen-
dantes et identiquement distribuées) suivant la loi P.

Preuve. Pour tout n € N*, notons Q,, = Q, A, = A et P, = P. Notons,

E= ] 2 B= Q) A, 1= ) Pn

neN* neN* neN*

Pour tout n € N*, notons X, la projection de E sur €2,.
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e Pour tout n € N*, X, est une variable aléatoire de (E, B) vers (2, A).

e Soit n € N*. Montrons que X,, < P. Pour tout A € A,

“1(A) = (ﬁﬁ) x A x ( ﬁo Q)
k=1 k=n-+1

d’oi1, par définition de la mesure produit,

n—1 —+o00
WX, € A) = <HIP )IP’(A)( 11 ]P(Q)) = P(A).

k=n-+1
Ainsi, px, =P, c’est-a-dire X,, — P.

e Soient I une partie finie de N* et (A;);er € H'Ai' Tout d’abord,
i€l

Viel, X; (HQ)xAx(nh:19>.

D’ou,

((XieA)= ][] B

icl nEN*
ot 'on a noté, pour tout n € N*,

B _ A, sinel,
"7 Q sinon.

Puis, par définition de la mesure produit,

(e o) = T 5. = T 72 - ITe0

i€l neN* neN* iel

Or,
Vie I, u(X; € A;) =P(4;)

car X; — P. Des égalités précédentes, on en déduit que,

u(ﬂ(Xi S Ai)) = [T w(xi € 4),

iel iel
ce qui prouve finalement que les variables aléatoires de la suite (X, )nen=
sont mutuellement indépendantes.



Finalement, (X,,),en+ est bien une suite de variables aléatoires i.i.d (indépen-
dantes et identiquement distribuées) suivant la loi P. O

Remarque. En particulier, si Q = N*, A = P(N*), et si P est la loi de Poisson
de paramétre 1, on a donc construit une suite (X, ),en+ de variables aléatoires
i.i.d (indépendantes et identiquement distribuées), suivant une loi de Poisson
de paramétre 1. On se servira de 'existence d’une telle suite pour prouver la
formule de Stirling (théoréme [1).
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Figures

A\ Ne pas dessiner quand on fait des maths, c’est criminel.

174



Générateurs du groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien

Figure 1: Réflexion envoyant u sur v en dimension 2
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€2

Vect(u —v)*+

Figure 2: Réflexion envoyant u sur v en dimension 3
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Groupe diédral

rotation d’angle 7

s
2

rotation d’angle 7 rotation d’angle 37“ rotation d’angle 2w
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™
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Asr AQW

Figure 3: Groupe diédral
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Composée de deux rotations

Figure 4: Composée de deux rotations
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Composée de deux réflexions d’axes non paralléles

Figure 5: Composée de deux réflexions d’axes non paralléles
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Conjugué d’une réflexion par une rotation

Figure 6: Conjugué d’une réflexion par une rotation
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Entiers de Gauss

iR

Figure 7: Entiers de Gauss
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Une suite de polygones

PO
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P?2)
P®3)
P4
PG
pP6)

182



21 |

—21

Figure 9: Un dessin pour justifier une majoration
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Projection sur un convexe fermé

angle obtus

Figure 10: Caractérisation du projeté orthogonal sur un convexe fermé
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Distance entre un point et une partie fermée d’un e.v.n de dimension finie

Figure 11: Distance entre un point et une partie fermée d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit F'={z € R? |1 < ||z]|2 < 2} (ot ||-||2 désigne la norme usuelle sur R?). Alors, F est une partie non vide et fermée de R? et,
vy € R?, (|lyll2 =1 = d(0,F) = |ly - 0]).

Ainsi, la distance entre 0 et F' est atteinte par une infinité de points de F.
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Systéme de Lotka-Volterra

K - minfa’b

min F. 4

c,d

3
alo fF------
<

Figure 12: Allure du graphe de F, 4
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Figure 13: Découpage du quart de plan en régions
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A4

Figure 14: Portrait de phase de (E) poura=b=1,c=d =2 et (zo,50) € {(k-1071,k-1071), 1 <k <7}
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Théoréme d’inversion locale

Représentation des ensembles dans U Représentation des ensembles dans f(U)

Légende des ensembles dans U Légende des ensembles dans f(U)

v 0 ro

[ 1] Bor [ ] rBo.r)
1 o) [ w=50.5)
[ ] 7 omnBor

Figure 15: Panorama des ensembles intervenant dans la construction du difféomorphisme
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Index des notations

Ensembles

Ensemble des entiers compris entre a et b : [a, b]
Ensemble des entiers naturels : N

Ensemble des entiers relatifs : Z

Ensemble des nombres rationnels : Q

Ensemble des nombres réels : R

Ensemble des nombres complexes : C

Disque unité ouvert (des nombres complexes) : D
Cercle unité (des nombres complexes) : U
Ensemble des racines n-iémes de 'unité : U,

Ensemble des éléments non nuls d’un anneau A : A*

A ne pas confondre avec A*

Ensemble des éléments respectivement positifs, strictement positifs, né-
gatifs, strictement négatifs d’'un anneau totalement ordonné A : A, A%,
A A*

Partie réelle d’un nombre complexe z : R(z)
Partie imaginaire d’un nombre complexe z : (z)
Application identité d’un ensemble F : Idg

Fonction indicatrice d’une partie A d'un ensemble F : 14

Cardinal d’un ensemble E : |E| ou card(FE) (varie selon mon humeur)

Fonctions usuelles

Fonction zéta de Riemann : (
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Fonction Gamma d’Euler : T

Groupes

Centre d’un groupe G : Z(G)

Ordre d’un élément g dans un groupe G : ordre(g)

Groupe des automorphismes d’un groupe G : Aut(G)

Groupe des automorphismes intérieurs d’un groupe G : Int(G)
Groupe symétrique d’ordre n : S,

Groupe alterné d’ordre n : 2,

Support d’une permutation o : Supp(o)

Arithmétique (dans les anneaux)

Groupe des inversibles d’'un anneau A : A*

A ne pas confondre avec A*

Idéal engendré par un élément a dans un anneau A : (a)

Plus grand diviseur commun : pged (défini modulo A*)

Plus petit multiple commun : ppcm (défini modulo A*)
Anneau des polynomes a coefficients dans un anneau A : A[X]
Degré d’un polynéme P a coefficients dans un anneau : deg(P)

Contenu d’un polynéme P & coefficients dans un anneau factoriel : ¢(P)
(défini modulo A*)

Anneau des entiers de Gauss : Z[i]

Polynoéme cyclotomique d’ordre n : @,

Corps

Degré d’une extension L d’un corps K : [L : K]



Espaces vectoriels

Dimension d’un K-espace vectoriel E : dim(FE)

Espace vectoriel engendré par une partie A d'un espace vectoriel E :
Vect(A)

Noyau d’une application linéaire f entre deux espaces vectoriels : Ker(f)
Image d’une application linéaire f entre deux espaces vectoriels : Im(f)
Rang d’une application linéaire f entre deux espaces vectoriels : rg(f)
Orthogonal d’une partie A d’un espace préhilbertien : A+

Dual algébrique d’un espace vectoriel F : E*

Dual topologique d’un espace vectoriel normé F : E’

Enveloppe convexe d’'une partie A d’un R-espace vectoriel E : Conv(A)

Spectre d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimension finie

: Sp(/f)

Polynoéme caractéristique d’'un endomorphisme f d’un espace vectoriel F
de dimension finie : xf

Polynéme minimal d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de
dimension finie : 7

Matrices

Espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes sur un corps K :
My, p(K)

Espace vectoriel des matrices carrées sur un corps K : M, (K)

Matrice identité de taille n : I,

Matrice nulle (de taille non spécifiée) : 0

Matrice d’un endomorphisme f dans une base B : Matg(f)

Matrice d’une forme quadratique ¢ dans une base B : Matg(q)

Rang d’une matrice A a coefficients dans un corps : rg(A)

Trace d’une matrice carrée A a coefficients dans un corps : Tr(A)
Déterminant d’une matrice carrée A a coefficients dans un corps : det(A)

Groupe linéaire sur un corps K : GL,(K)
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Groupe spécial linéaire sur un corps K : SL, (K)

Transposée d’une matrice A sur un corps K : A

Espace vectoriel des matrices symétriques sur un corps K : 5, (K)
Espace vectoriel des matrices antisymétriques sur un corps K : A, (K)
Groupe orthogonal d’ordre n : O, (R)

Groupe spécial orthogonal d’ordre n : SO, (R)

Espace vectoriel des matrices symétriques positives : S, (R)

Espace vectoriel des matrices symétriques définies positives : S+ (R)

Polynéme caractéristique d’une matrice carrée A a coeflicients dans un
COIps : XA

Polynéme minimal d’une matrice carrée A a coefficients dans un corps :
TA
Exponentielle d’'une matrice carrée A a coefficients réels ou complexes :

exp(A) ou e?

Spectre d’une matrice carrée A a coefficients dans un corps K : Spg(A)
(Sp(A) en labsence d’ambiguité)

Calcul différentiel

Différentielle d’une fonction f au point z¢ : D f(zg)

Différentielle d’une fonction f au point xg, évaluée en h : D f(xq)(h)
Gradient d’une fonction f au point z : Vf(x)

Dérivée partielle d’'une fonction f par rapport & sa k-iéme variable au
point x : O, f(x)

A\ Dans le développement sur ’équation de la chaleur, d;u(t,z) et
O.u(t,z) désigne les dérivées partielles respectives de u par rapport a
sa premiére et deuxiéme variable au point (¢, ).

Dérivée partielle d’ordre n d’une fonction f par rapport a sa k-iéme vari-
able au point z : 9} f(x)

A\ Dans le développement sur 1’équation de la chaleur, d2u(t, ) désigne
la dérivée partielle seconde de u par rapport a sa deuxiéme variable.

Espaces métriques

Adhérence d’une partie Y d’un espace métrique X : Y



Boule ouverte centrée en z de rayon r d’un espace métrique X : Bx (z,r)
(B(z,7) en 'absence d’ambiguité)

Distance d’un point x & une partie non vide Y d’un espace métrique X
2 d(z,Y)

Distance entre deux parties non vides Y, Z d’un espace métrique X :
d(Y, 7)

Espaces probabilisés

Tribu des boréliens d’un espace topologique X : B(X)

Espace de Lebesgue sur un espace mesuré (X,T,m) a valeurs dans
Ke {N,R,C} : Lg(X,T,m)

Espérance d’une variable aléatoire X d’un espace probabilisé (Q2,.4,P)
vers (R, B(R)) : E(X)

Variance d’une variable aléatoire X d’un espace probabilisé (92, .4, P) vers
(R, B(R)) : V(X)

Loi normale d’espérance p et d’écart-type o : N(p, 0?)

La variable aléatoire X suit une loi de probabilité p: X — u
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