
0.1 Etude de la fonction Gamma
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Définition :

Pour x et y dans R˚
` on définit :

Γpxq “

ż `8

0

tx´1e´t dt et Bpx, yq “

ż 1

0

tx´1 p1 ´ tq
y´1

dt

Théorème :

(1) Γ est bien définie et de classe C8 sur R˚
`

(2) Γ et lnpΓq sont convexes sur R˚
`

(3) @x P R˚
`, Γpx ` 1q “ xΓpxq

(4) Bpx, yq “ Bpy, xq et Bpx ` 1, yq “
x

x ` y
Bpx, yq

(5) Lemme d’Euler : @x P R˚
`,

Γpxq “ lim
nÑ`8

n!nx

xpx ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq

(6) Théorème de Bohr-Mollerup :

Soit f : R˚
` Ñ R˚

` une solution de l’équation fonctionnelle fpx ` 1q “ x fpxq de classe C1 et log-convexe

Alors il existe une constante λ telle que f “ λΓ

Preuve :

(1) Pour x et t P R˚
`, on pose gpx, tq :“ tx´1 e´t

Lorsque t tend vers 0 et à x fixé, on a gpx, tq „
tÑ0`

tx´1 donc

ż 1

0

tx´1e´t dt est de même nature que

ż 1

0

1

t1´x
dt qui

converge car x ą 0 i.e. 1 ´ x ă 1.

D’autre part, à x fixé et lorsque t tend vers `8, on a gpx, tq “ o

ˆ

1

t2

˙

car lim
tÑ8

tx´1 e´t t2 “ lim
tÑ8

tx`1 e´t “ 0

par croissance comparée.

Donc

ż `8

1

tx´1e´t dt converge par critère de Riemann. Finalement, g est intégrable sur R˚
` i.e. Γ est bien définie.

De plus, x ÞÝÑ gpx, tq est continue et pour tout n P N, on a
Bng

Bxn
px, tq “ lnptqn gpx, tq qui est continue par

rapport aux deux variables (donc g est de classe C8).
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Soit ra, bs Ă R˚
`, soit x P ra, bs.

— si t P s0, 1r , alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bng

Bxn
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď | lnptq|n ta´1 “ o
tÑ0`

pt
a
2 ´1q qui est intégrable sur s0, 1r.

— si t ě 1 , alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bng

Bxn
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď | lnptq|n tb´1 e´t “ o
tÑ`8

p
1

t2
q intégrable sur r1,`8r.

On peut donc dominer :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bng

Bxn
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
`

| lnptq|n ta´1 1s0,1rptq
˘

`
`

| lnptq|n tb´1 e´t 1r1,`8rptq
˘

Par théorème de continuité sous le signe intégral, g est de classe Cn sur ra, bs, pour tout n P N et tous a, b P R˚
`,

donc g est C8 sur R˚
`.

(2) Par ce qui précède, Γ est de classe C2 et Γ2pxq “

ż `8

0

lnptq2 tx´1 e´t dt ě 0 donc Γ est convexe.

Posons h :“ ln ˝Γ, montrons que h est convexe. On a :

h2 “
Γ2 Γ ´ pΓ1q2

Γ2
p˚q

Or

Γ1pxq “

ż `8

0

lnptq tx´1 e´t dt

“

ż `8

0

´

lnptq tpx´1q{2 e´t{2q
¯

.
´

tpx´1q{2 e´t{2
¯

dt

ď

ˆ
ż `8

0

´

lnptq tpx´1q{2 e´t{2
¯2

dt

˙1{2

.

ˆ
ż `8

0

´

tpx´1q{2 e´t{2
¯2

dt

˙1{2

par inégalité de Cauchy-Schwarz

ď

ˆ
ż `8

0

lnptq2 tx´1 e´t dt .

ż `8

0

tx´1 e´t dt

˙1{2

ď
`

Γpxq .Γ2pxq
˘1{2

Avec cette inégalité et p˚q, on a bien h2 ą 0 et h est convexe, i.e. Γ est log-convexe.

(3) Soit x ą 0, il suffit de faire une intégration par parties :

Γpx ` 1q “

ż `8

0

tx e´t dt “

„

´ tx e´t

ȷ`8

t“0

`

ż `8

0

x tx´1 e´t dt

“ x

ż `8

0

tx´1 e´t dt “ xΓpxq

(4) Soient x et y dans R˚
`. On effectue un changement de variable u “ 1 ´ t :

Bpy, xq “

ż 1

0

ty´1 p1 ´ tq
x´1

dt

“

ż 1

0

p1 ´ uqy´1 ux´1 dt “ Bpx, yq
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Bpx ` 1, yq “

ż 1

0

tx p1 ´ tq
y´1

dt “

ż 1

0

ˆ

t

1 ´ t

˙x

p1 ´ tqx`y´1 dt

“

„ˆ

t

1 ´ t

˙x

.
´p1 ´ tqx`y

x ` y

ȷ1

t“0

´

ż 1

0

1 ´ t ` t

p1 ´ tq2

ˆ

t

1 ´ t

˙x´1
´p1 ´ tqx`y

x ` y
dt

“ 0 ´
x

x ` y

ż 1

0

´tx´1 p1 ´ tqx`y´x´1 dt

“
x

x ` y
Bpx, yq

(5) Soit x P R˚
`. Pour n P N˚ et t P R˚

`, on pose :

gnptq :“

$

&

%

`

1 ´ t
n

˘n
tx´1 si t Ps0, nr,

0 si t ě n.

D’une part, pour tout n P N, gn est continue et intégrable sur R˚
`.

D’autre part, pour tout t ą 0, lim
nÑ8

gnptq “ gpx, tq et par convexité de l’exponentielle, nous avons pour tout u P R,

eu ě 1 ` u donc e´t{n ě 1 ´
t

n
donc e´t ě

`

1 ´ t
n

˘n

Ainsi, pour tout n P N, gnptq ď gptq et g est intégrable. Posons Inpxq “

ż `8

0

gnptq dt.

Par théorème de convergence dominée, on a lim
nÑ8

Inpxq “ Γpxq

Or, par changement de variable u “ t
n :

ż `8

0

gnptq dt “

ż n

0

ˆ

1 ´
t

n

˙n

tx´1 dt

“

ż 1

0

p1 ´ uqn pnuqx´1 ndu “ nx Bpx, n ` 1q

“ nx n

x ` n
Bpx, nq par (4)

“ nx n

x ` n

n ´ 1

x ` n ´ 1
Bpx, n ´ 1q “ ¨ ¨ ¨ “ nx n!

px ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq
Bpx, 1q

“ nx n!

px ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq

1

x
“

n!nx

xpx ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq

Finalement, Γpxq “ lim
nÑ`8

n!nx

xpx ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq

On pose désormais Γnpxq “
n!nx

xpx ` 1q ¨ ¨ ¨ px ` nq

(6) Soit f : R˚
` Ñ R˚

` une solution de l’équation fonctionnelle fpx ` 1q “ x fpxq de classe C1 et log-convexe. On

pose H “ ln ˝f

Pour tous x et y dans R˚
` distincts, on pose : ppx, yq “

Hpyq ´ Hpxq

y ´ x
Par convexité de H, pour n P N˚ et pour tout x Ps0, 1s on a l’inégalité des pentes :

ppn, n ` 1q ď ppn ` 1, n ` 1 ` xq ď ppn ` 1, n ` 2q
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Soit

lnpfpn ` 1qq ´ ln fpnq ď
lnpfpn ` 1 ` xqq ´ ln fpn ` 1q

x
ď lnpfpn ` 2qq ´ ln fpn ` 1q

Et puisque fpn ` 1q “ nfpnq on a :

lnpfpn ` 1 ` xqq ´ ln fpn ` 1q “ ln

ˆ

fpn ` 1 ` xq

fpn ` 1q

˙

“ ln

ˆ

px ` nqpx ` n ´ 1q ¨ ¨ ¨x

n!

˙

fpxq

fp1q
“ ln

ˆ

nx

Γnpxq

fpxq

fp1q

˙

Et alors, l’inégalité s’écrit :

lnpnxq ď ln

ˆ

nx

Γnpxq

fpxq

fp1q

˙

ď lnppn ` 1qxq

Ou encore

0 ď ln

ˆ

1

Γnpxq

fpxq

fp1q

˙

ď ln

ˆ

pn ` 1qx

nx

˙

Avec la croissance de l’exponentielle, on peut donc conclure que :

@ x P s0, 1s, @ n P N˚, 1 ď
1

Γnpxq

fpxq

fp1q
ď

ˆ

1 `
1

n

˙x

En faisant tendre n vers l’infini, on déduit de (5) que pour tout x P s0, 1s, on a fpxq “ fp1q Γpxq

Puisque l’équation fonctionnelle fpx`1q “ x fpxq est vérifiée par les deux fonctions, on en déduit que fpxq “ fp1q Γpxq

pour tout x ą 0.

˝

Remarques :

- Le théorème de Bohr-Mollerup se traite dans les leçons 229 et 253.

- On développe plus ou moins les autres points suivants les leçons abordées. On peut par exemple traiter de l’allure

du graphe de Γ :

D’une part, x Γpxq “ Γpx ` 1q ÝÑ
xÑ0`

Γp1q “ 1 ; ainsi Γpxq „
xÑ0`

1

x
.

D’autre part, par récurrence immédiate on a pour tout n P N˚,Γpn ` 1q “ n Γpnq donc Γp2q “ Γp1q “ 1 et par

théorème de Rolle, il existe un c P s1, 2r tel que Γ1pcq “ 0. Par convexité de Γ et croissance de Γ1, Γ est décroissante

sur s0, cr puis croissante sur rc,`8r . Γpxq Ñ
xÑ8

`8 et enfin
Γpxq

x
“

px ´ 1q Γpx ´ 1q

x
Ñ

xÑ8
`8
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