
PRÉPARATION À L’AGRÉGATION EXTERNE :

NOMBRES DE BELL

TONY LIMAGNE

Résumé. Beaucoup de problèmes en algèbre se ramènent à étudier les parti-

tions de J1, nK. Par exemple, la décomposition en cycle à supports disjoints
dans le groupe symétrique d’ordre n induit une bijection entre l’ensemble des

classes de conjugaison de Sn et l’ensemble des partitions de J1, nK. Il y a donc

un intéret réel à étudier les partitions de J1, nK ; le premier problème de taille
consiste à déterminer le nombre Bn de partitions de J1, nK. Ce dénombrement

n’est pas trivial mais les séries génératrices permettent d’apporter la réponse

en étudiant la suite (Bn) au travers de sa série entière associée.

Le développement est adapté pour les leçons 221, 243, 235 et 190.

1. Développement

Pour n ∈ N∗, on note Bn le nombre de partitions de J1, nK. On convient que
B0 = 1.

Proposition 1. Pour tout n ∈ N, on a

Bn =
1

e

+∞∑
k=0

kn

k!
.

Démonstration. Soit n ∈ N∗. Fabriquer une partition de J1, n+ 1K c’est :

(1) se fixer k ∈ J0, nK ;

(2) choisir une partie Ek de J1, n+ 1K contenant n+ 1 et k autres éléments ;

(3) choisir une partition de l’ensemble E = J1, n+ 1K \ Ek.

L’ensemble E est équipotent à J1, n − kK. Le nombre de partitions de E est donc
Bn−k. Ainsi on a la formule

(E) Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bn−k.

Étudions la série entière ∑
n> 0

Bn

n!
xn,

Par l’uncité de la décomposition en cycles à support disjoint l’application

{partitions de J1, nK} → Sn, {p1, . . . , pk} 7→ (p1) ◦ · · · ◦ (pk),

est injective si bien que Bn6n!. La série
∑ Bn

n! x
n est donc de rayon au moins 1.

On note f la somme de cette série. Soit x ∈ ]− 1, 1[. On a

f ′(x) =

+∞∑
n=0

Bn+1

n!
xn =

+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

Bn−k

k!(n− k)!

)
xn =

(
+∞∑
n=0

Bn

n!
xn

)(
+∞∑
n=0

1

n!
xn

)
= f(x)ex.
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La fonction f est donc solution du problème de Cauchy{
y′(t) = ety(t) (t ∈ ]− 1, 1[).
y(0) = 1

,

qui admet aussi pour solution globale t 7→ 1
ee

et . Par unicité du théorème de Cauchy-
Lipschitz Linéaire, on a

f(x) =
1

e
ee

x

.

La fonction t 7→ ee
t

est développable en série entière sur ]− 1, 1[. Explicitement on
a

ee
x

=

+∞∑
k=0

ekx

k!
=

+∞∑
k=0

+∞∑
n=0

(kx)n

n!k!
.

On pose αn,k = (kx)n

n!k! . Pour k ∈ N fixé, la série
∑

n |αn,k| converge (critère de
D’Alembert) et a pour somme

Sk =
(e|x|)k

k!
,

qui est le terme général d’une série convergente. On peut donc appliquer le théorème
de Fubini-Tonelli (et de Fubini) pour avoir

ee
x

=

+∞∑
n=0

1

n!

(
+∞∑
k=0

kn

k!

)
xn.

Et puisque f et t 7→ 1
ee

et cöıncident sur ]− 1, 1[, leurs termes généraux au sein de
leurs développements en série entière sont égaux, d’où

∀n ∈ N, Bn =
1

e

+∞∑
k=0

kn

k!
.

�

Référence : [FGN, Chap. 5, Exercice 5.5].

Exercice 2. Montrer que les premiers nombres de Bell se calculent en utilisant le
triangle suivant :

0 1 2 3 4
0 B0 = 1
1 B1 = 1 2
2 B2 = 2 3 5
3 B3 = 5 7 10 15
4 B4 = 15 20 27 37 52

Remarque 3. (1) On peut aussi montrer l’inégalité Bn6n! par récurrence.

(2) La formule de récurrence

Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk,

peut se dénomtrer en usant d’un vrai raisonnement de dénombrement (c’est-
à-dire avec une bijection). En effet, soit I est un ensemble fini non vide. On
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note PI l’ensemble des partitions de I. L’ensemble I est équipotent à J1, |I|K
donc

|PI | = B|I|.

Pour π ∈ PJ1,n+1K, on note πn+1 l’élément de π qui contient n+ 1. Si πn+1 6=
J1, n+1K alors π\{πn+1} est non vide et c’est une partition de J1, n+1K\πn+1.
L’application

PJ1,n+1K \ {J1, n+ 1K} −→
⊔

I(J1,nK PJ1,nK\I
π 7−→ π \ {πn+1}

,

est donc une bijection. On en déduit que

Bn+1 − 1 =
∑

I(J1,nK

|PJ1,nK\I | =
∑

I(J1,nK

Bn−|I| =

n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bn−k,

ou encore

Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

1.1. Conjugaison dans les groupes symétriques. On fixe un entier n> 1. On
rappelle le théorème de décomposition dans Sn.

Théorème 4. Soit σ un élément de Sn non trivial. Il existe des cycles γ1, . . . , γr
deux à deux distincts, non triviaux et à support disjoints tels que

(D) σ = γ1 ◦ · · · ◦ γr.

Cette décomposition est unique à l’ordre des facteurs près.

Quitte à ordonnées les cycles par longueurs décroissantes, on peut reécrire la
décomposition (D) en

(D’) σ = γ1 ◦ · · · ◦ γr.

où long(γr)6 · · ·6 long(γ1). Cette décompositon ne dépend plus de l’ordre des fac-
teurs ; elle est donc unique.

Lorsque σ ∈ Sn est non trivial et r ∈ J1, nK on note νr(σ) le nombre de cycles
de longueur r apparaissant dans la décomposition (D’) de σ. On sait que deux
cycles de Sn sont conjugués (dans Sn) si et seulement s’ils ont même longueur. Le
théorème 4 permet d’étendre cette caractérisation aux éléments de Sn.

Corollaire 5. Pour que deux éléments σ et σ′ de Sn soient conjugués, il faut et il
suffit que νr(σ) = νr(σ′) pour tout r ∈ J1, nK.

En particulier, on en déduit que le nombre de classe de conjugaison distinctes et
non triviales de Sn est égal au nombre de partitions de J1, nK à

Bn =
1

e

+∞∑
k=0

kn

k!
.

Référence : [AF, Chap. V, §V.5, Théorème V.5.4].
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1.2. Réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents. On fixe E un
espace vectoriel de dimension n> 1. Lorsque r ∈ J1, nK on note Jr la matrice

0 1
0 1

. . .
. . .

0 1

 ∈Mr(K).

On rappelle le théorème de réduction de Jordan pour les endomorphismes nil-
potents.

Théorème 6. Soit u un endomorphisme nilpotent de E. Il existe une base de E
telle que la matrice de u dans cette base est diagonale par blocs, de la forme

Jn1

Jn2

. . .

Jnr

 ,

avec n1 + · · ·+ nr = n.

Quitte à réarranger les vecteurs d’une telle base, on peut toujours s’arranger pour
que la matrice d’un endomorphisme nilpotent de E soit conjuguée à une matrice
diagonale par blocs de forme

Jn1

Jn2

. . .

Jnr

 ,

avec cette fois-ci n1 + · · · + nr = n et nr 6 · · ·6n1. Appelons les matrices de
cette forme des ”matrices de Jordan de taille n”. On note Nil(E) l’ensemble des
endomorphismes nilpotents de E. Lorsque u ∈ Nil(E) alors pour tout v ∈ GL(E)
on a

v ◦ u ◦ v−1,
si bien que GL(E) opère par conjugaison sur Nil(E). Les matrices de Jordan de taille
n forment un système de représentants des orbites de Nil(E) sous cette action. En
particulier, le nombre d’orbites distinctes sous cette action est égal à

Bn =
1

e

+∞∑
k=0

kn

k!
.

Référence : [AF, Chap. XVI, §XVI.1, Théorème XVI.1.4].

2. Quelques questions bêtes auxquelles il faut absolument savoir
répondre rapidement

(1) Quel est le rayon de convergence de la série entière
∑ Bn

n! z
n ?

(2) Énoncer le théorème de Fubini dans le contexte présent.

(3) Soient
∑
anz

n et
∑
bnz

n deux séries entières de rayons respectifs R,R′ et de
sommes respectives f, g. Montrer que si f = g sur un voisinage de 0 dans C
alors an = bn pour tout n ∈ N∗.
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