PREPARATION A I’AGREGATION EXTERNE :
NOMBRES DE BELL

TONY LIMAGNE

RESUME. Beaucoup de problémes en algébre se raménent & étudier les parti-
tions de [1,n]. Par exemple, la décomposition en cycle & supports disjoints
dans le groupe symétrique d’ordre n induit une bijection entre I’ensemble des
classes de conjugaison de &, et ’ensemble des partitions de [1,n]. Il y a donc
un intéret réel a étudier les partitions de [1,n]; le premier probleme de taille
consiste & déterminer le nombre B,, de partitions de [1,n]. Ce dénombrement
n’est pas trivial mais les séries génératrices permettent d’apporter la réponse
en étudiant la suite (By) au travers de sa série entiere associée.

Le développement est adapté pour les lecons 221, 243, 235 et 190.

1. DEVELOPPEMENT

Pour n € N*, on note B,, le nombre de partitions de [1,n]. On convient que
By =1.

Proposition 1. Pour tout n € N, on a
gy
,; o
Démonstration. Soit n € N*. Fabriquer une partition de [1,n + 1] c’est :
(1) se fixer k € [0,n];
(2) choisir une partie Ej de [1,n + 1] contenant n + 1 et k autres éléments ;

(3) choisir une partition de 'ensemble E = [1,n + 1] \ Ej.

L’ensemble E est équipotent & [1,n — k. Le nombre de partitions de F est donc
B,,_. Ainsi on a la formule

(E) Bn1 = i (Z) B .

k=0

S Dngn
n! "
n=0
Par 'uncité de la décomposition en cycles a support disjoint ’application

{partitions de [1,n]} — &y, {p1,..., Pk} = (p1) oo (pr),

est injective si bien que B, <n!. La série > %x" est donc de rayon au moins 1.
On note f la somme de cette série. Soit z €] —1,1[. On a

Etudions la série entiere

—+oo

oy - N2 Batt w (S Bon ) (SR L0 ) = e
f(x)_z;o n! 2:0 Zk' v Z:On!x 27:071!m = f(@)e”.

Date: Année 2024.



2 TONY LIMAGNE

La fonction f est donc solution du probleme de Cauchy

{ y'(t) =ey(t)  (te]—1,1).
y(0) =1 ’

qui admet aussi pour solution globale t — %eet. Par unicité du théoreme de Cauchy-

Lipschitz LINEAIRE, on a
1 =
x) = —€° .
fl@) =~
La fonction t — e est développable en série entidre sur ] — 1,1[. Explicitement on

a

e’ k)n
B S 5 3 4

k=0n=0
On pose ay, ) = (%3:1 Pour k € N fixé, la série >, |on k| converge (critere de
D’Alembert) et a pour somme
(el*)*
=T

qui est le terme général d’une série convergente. On peut donc appliquer le théoréeme
de Fubini-Tonelli (et de Fubini) pour avoir

P B g T N
o E (S

n=0 k=0
Et puisque f et t — %ee coincident sur | — 1, 1], leurs termes généraux au sein de
leurs développements en série entiére sont égaux, d’ou
13X gm
vneN, B,=- E —.
e k!
k=0

Référence : [FGN| Chap. 5, Exercice 5.5].

Exercice 2. Montrer que les premiers nombres de Bell se calculent en utilisant le
triangle suivant :

0 1121]3]4
0| By =1
1| Bi=1]2
2| Bo=2 | 3 | 5
3 Bs=5 |7 10|15
4 By=1520]27 3752

Remarque 3. (1) On peut aussi montrer I'inégalité B,, <n! par récurrence.

(2) La formule de récurrence

Bny1 = Z (Z) By,

k=0

peut se dénomtrer en usant d’un vrai raisonnement de dénombrement (c’est-
a~dire avec une bijection). En effet, soit I est un ensemble fini non vide. On
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note Py 'ensemble des partitions de I. L’ensemble I est équipotent a [1, |I]]
donc

|Pr| = By

Pour m € Py 5,41], on note m, 11 I'élément de 7 qui contient n + 1. Si m, 1 #
[1,n+1] alors 7w\ {741} est non vide et c’est une partition de [1, n+1]\m,41.
L’application

P \A[Ln+ 10} — Uicpung Plingv
T — 7\ {Tnt1}

)

est donc une bijection. On en déduit que

n—1
Buyr—1= > |Puapil= >, Buoi=), (Z) Bk,

IC[1,n] I1C[1,n] k=0
ou encore
n n
Bn+1 - E Bk.
k
k=0

1.1. Conjugaison dans les groupes symétriques. On fixe un entier n > 1. On
rappelle le théoreme de décomposition dans G,,.

Théoréme 4. Soit ¢ un élément de &,, non trivial. Il existe des cycles v1,...,7
deux a deux distincts, non triviaux et a support disjoints tels que

(D) O=710" 0.
Cette décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.

Quitte a ordonnées les cycles par longueurs décroissantes, on peut reécrire la
décomposition @ en

(D) O="910""0.

ou long(y,) < -+ <long(v1). Cette décompositon ne dépend plus de l'ordre des fac-
teurs ; elle est donc unique.

Lorsque o € &,, est non trivial et r € [1,n] on note v,(o) le nombre de cycles
de longueur r apparaissant dans la décomposition de 0. On sait que deux
cycles de &,, sont conjugués (dans &,,) si et seulement s’ils ont méme longueur. Le
théoréme @] permet d’étendre cette caractérisation aux éléments de G,,.

Corollaire 5. Pour que deux éléments o et o’ de &,, soient conjugués, il faut et il
suffit que v,.(0) = v,-(¢’) pour tout r € [1,n].

En particulier, on en déduit que le nombre de classe de conjugaison distinctes et
non triviales de &,, est égal au nombre de partitions de [1,n] &

+

OO’I’L

e

B, =

Q|

o

I

o
&=

Référence : |[AF) Chap. V, §V.5, Théoreme V.5.4].
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1.2. Réduction de Jordan des endomorphismes nilpotents. On fixe E un
espace vectoriel de dimension n > 1. Lorsque r € [1,n] on note J,. la matrice

0 1

0 1
€ M,.(K).

0 1
On rappelle le théoreme de réduction de Jordan pour les endomorphismes nil-
potents.

Théoréme 6. Soit © un endomorphisme nilpotent de F. Il existe une base de E
telle que la matrice de u dans cette base est diagonale par blocs, de la forme

Ina
I

In

r

avec Ny + -+ +n, = nN.

Quitte a réarranger les vecteurs d’une telle base, on peut toujours s’arranger pour
que la matrice d’un endomorphisme nilpotent de E soit conjuguée a une matrice
diagonale par blocs de forme

Ina
Ins

In

avec cette fois-ci ny + -+ n, = n et n,<---<n;. Appelons les matrices de
cette forme des "matrices de Jordan de taille n”. On note Nil(E) l'ensemble des
endomorphismes nilpotents de E. Lorsque u € Nil(E) alors pour tout v € GL(E)
on a

r

vouov_l,

si bien que GL(FE) opére par conjugaison sur Nil(E). Les matrices de Jordan de taille
n forment un systéme de représentants des orbites de Nil(E) sous cette action. En
particulier, le nombre d’orbites distinctes sous cette action est égal a

1Rk
B,=-S"%.
" e Z k!
k=0
Référence : |[AF, Chap. XVI, §XVI.1, Théoréme XVI.1.4].

2. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR
REPONDRE RAPIDEMENT

(1) Quel est le rayon de convergence de la série entiere ) %z” ?

(2) Enoncer le théoreme de Fubini dans le contexte présent.

(3) Soient > anz™ et > b,2™ deux séries entieres de rayons respectifs R, R’ et de
sommes respectives f, g. Montrer que si f = g sur un voisinage de 0 dans C
alors a,, = b, pour tout n € N*.
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