PREPARATION A I’AGREGATION EXTERNE :
ENDOMORPHISMES SEMI-SIMPLES

TONY LIMAGNE

Le développement ci-dessous est adapté pour les lecons 150, 151, 148 et 152.
Dans toute cette fiche, K désigne un corps et E est un K-espace vectoriel de
dimension finie. On fixe u € L(E) et on note m, le polynéme minimal de w.

1. DEVELOPPEMENT

On dit que u est semi-simple si tout sous-espace vectoriel de E stable par u
admet un supplémentaire dans E encore stable par u.

Lemme 1. Si 7, est irréductible sur K alors u est semi-simple.

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel u-stable de E distinct de E et {0}.
Fixons a € E '\ F et posons

P = {P(u)(a) : P € K[X]}.

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel u-stable propre (a est dans F; sans étre nul) et
strict (a est dans Fj sans étre dans F'). On montre que F' et F} sont en somme
directe. Supposons qu'il existe x € Fy N F non nul, noté v = P(u)(a). Comme
P(u) # 0 alors 7, ne divise pas P. Et puisque m, est irréductible alors P et 7, sont
premiers entre eux dans K[X]. Par le théoréme de Bézout, il existe U,V € K[X]
tel que
Ur, +VP=1.

On a donc a la fois V(u)(z) =a € F et V(u)(F) C F (car F est u-stable) : absurde.
Si E # F1 & F on réitere le procédé en remplagant F' par Fy} @ F. Comme E est
de dimension finie, ce procédé permet de construire une liste finie de sous-espaces
vectoriels F1,. .., F, stables par u et distincts de {0} et E qui vérifient

E=Fao (o - -&F,),

Le sous-espace Fy @ --- @ F,. est bien un supplémentaire u-stable de F', d’ou le
résultat. (]

Définition 2. Un polynéme non constant f € K[X] est dit sans facteur carré
lorsque tout polynéme P € K[X] tel que P? divise f est constant.

Théoréme 3. L’endomorphisme u est semi-simple si et seulement si 7, est sans
facteur carré.

Démonstration. Décomposons m,, en produit d’irréductibles dans K[X]

Ty = P23 ... PO,
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Par le lemme des noyaux on a

E =ker(P" (u)) @--- @ ker(P> (u)).
———— —_—
-, =N,

Soient F' un sous-espace vectoriel u-stable de E et F, = Ny N F. On a

F = éFk.
k=1

En effet, la projection pg sur Nj parallelement & EB,#Z N; est un polynome en u de
sorte que
pr(F') C Fy.

Et puisque idg = Y ;_; pr on a alors

F=Y p(F)SDFCF.
k=1 k=1

Comme 7, est sans facteur carré alors nécessairement a; = -+ = o, = 1.
Pour k € [1,r] on note
Uk = UINy»
Comme Py est irréductible, unitaire et annule uy alors m,, = Py. Le lemme
garantit donc que uy est semi-simple. Soit G un supplémentaire ug-stable (donc
u-stable) de Fj dans Ni. On a alors

5= G- @uroon - (Bn) o (D) -ro (Do)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

et donc u est semi-simple.
Par I’absurde supposons u semi-simple et soit P un facteur carré non

constant de m,, dans K[X]. Notons 7, = P?Q dans K[X]. Soit H un supplémentaire
u-stable de G = ker(P(u)). Comme H est u-stable et par définition de G on a

PQ(u)(H) CGNH={0}, et PQu)(G)=1{0},
si bien que PQ(u) = 0, ce qui contredit la minimalité de m,,. O
Référence : |G| Chap. 4, §5, Probleme 22].

Exercice 4. Montrer que u est semi-simple si et seulement si K[u] est un produit
de corps.

Référence : [BMP, Chap. 4, §4.6, Exercice 4.23].

2. STABILITE PAR EXTENSION DE CORPS

2.1. Corps parfait. Le corps K est dit parfait lorsque toute extension algébrique
de K est séparable.
Lemme 5. Le corps K est parfait si et seulement si
(1) ou bien K est de caractéristique 0;
(2) oubien K est un corps de caratéristique p > 0 et son morphisme de Frobénius
est surjectif.

Démonstration. On rappelle quun polynéme irréductible f € K[X] est séparable
si et seulement si f' # 0. Et ainsi :
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(1) Si K est de caractéristique 0 alors f est séparable;

(2) Si K est de caractéristique p > 0 alors f est séparable si et seulement si
[ & K[XP].

Si K est de caractéristique 0 alors K est parfait. Par I’absurde, supposons que
K est de caractéristiques p > 0, de morphisme de Frobénius surjectif mais non
parfait. Comme K est non parfait, il existe un polynéme irréductible f € K[X] de
la forme f(X) = Q(X?) avec @ € K[X]. Et puisque le morphisme de Frobénius de
K est surjectif alors f(X) = Q(X)P ce qui contredit l'irréductibilité de f sur k.
Par ’absurde, supposons K parfait, de caractéristique p > 0 mais de morphisme
de Frobénius non surjectif. Puisque le morphisme de Frobénius de K est non sujectif,
il existe a € K tel que 2P # a pour tout 2 € K. Posons f(X) = XP — «a qui vérifie
f' = 0. Il suffit de montrer que f est irréductible sur K, ce qui contredira le fait
que K est parfait. Ecrivons f = fif2 en un produit de facteurs non triviaux dans
K[X]. Soit 3 une racine p¢ de o dans K. On a f(X) = (X — 8)? dans K[X] et
donc f; = (X — )" dans K[X] (ici 1<ry,7o<p — 1). Les entiers 71 et 75 sont
premiers entre eux (puisque r; +ro = p avec p premier). Il existe donc u,v € Z tels
que riu +vry = 1 et donc f{*fy = X — 3 dans K[X]. Mais les polynomes f; et fa
sont dans K[X] si bien que X — 8 € K[X] c’est-a-dire 8 € K. Absurde. O

2.2. Lien entre diagonalisabilité et semi-simplicité. Une matrice A € M,,(K)
est dite semi-simple lorsque son polynome minimal 7 4 est sans facteur carré. Fixons
B une base de E. Le théoreme [3|montre qu une matrice A € M,,(K) est semi-simple
si et seulement si 'endomorphisme v qui lui est associé dans la base B est semi-
simple (parce que m4 = ).

Théoréme 6. Si A est diagonalisable sur une cloture algébrique K de K alors
A est semi-simple. La réciproque est fausse en général mais elle est vraie lorsque
K est un corps parfait. (En particulier, si K est de caractéristique 0 alors A est
diagonalisable sur K si et seulement si A est semi-simple.)

Démonstration. Supposons A diagonalisable sur K. Le polynéme minimal e de A
sur K est donc scindé a racines simples sur K (et donc sans facteur carré dans K).
On note 7 le polynéme minimal de A sur K. Puisque nx(A) = 0 alors mg, vu
comme polynome & coefficients dans K, vérifie mi|mx dans K[X]. Ensuite, on sait
que le degré de mz est le rang de la famille {I,,, 4,..., A"} qui ne dépend pas du
corps de base, si bien que deg(mg) = deg(mk ). Et puisque 7k et 7 sont tous deux
unitaires, on peut enfin affirmer que mx = 7. En particulier, mx est sans facteur
carré dans K [X] et donc aussi dans K[X]. Ainsi la matrice A est semi-simple.
Supposons K parfait et A semi-simple. On note 74 le polynome minimal de A sur
K. Montrons d’abord que 7’y # 0. Si K est de caractéristique 0, on a bien 7/, # 0
puisque w4 est non constant. Si K est de caractéristique p et si 7’y = 0 alors il
existe P € K[X] tel que m,(X) = P(XP). Et puisque K est parfait, le morphisme
de Frobénius de K est surjectif de sorte que 7, (X) = Q(X)?P et m4 admet donc
Q(X) pour facteur carré. Absurde. On a donc 7'y # 0. Et puisque 74 est sans
facteur carré on a

pged g (x)(ma, my) = 1 = pgedgx (T4, T)4).

Ainsi 74 est sans facteurs carré dans K[X], donc 74 est produit de polynémes de
degré 1 deux a deux distincts, donc A est diagonalisable sur K. [
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Référence : [BMP], Chap. 6, §6.6, Exercice 6.8].

Contre-exemple 7. On se place sur le corps non parfait K = Fy(T'). On consideére
I’endomorphisme u : K2 — K? dont la matrice dans la base canonique de K2 est

1 T+1
A= (1 X ) .
Le polynéme caractéristique de A est x4 = X2 + T qui est irréductible sur K. A
fortiori, le polynéme minimal de A sur K est irréductible et donc A est semi-simple.

Par contre, A n’est pas diagonalisable sur K. En effet, si tel était le cas on aurait
x4 = (X +a)? avec a € K, et A la matrice scalaire de rapport a. Absurde.

3. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR
REPONDRE RAPIDEMENT

(1) Supposons E = E; @ E». Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u.
A-t-on toujours F'= (E4NF)® (E2NF)?

(2) Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que si u est semi-
simple alors u g est encore semi-simple.

(3) A quelle condition un endomorphisme nilpotent est-il semi-simple ?
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