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Théoréme :

Soient n € N et ¢ une puissance d’un nombre premier. On note I, le corps a ¢ éléments. Alors le nombre de matrices
diagonalisables de M,,(F,) est :

|GL,(Fy)|
q
mittng=n Ul |G L, (F)

n; =0

Démonstration :

Soit k € N, et soit (n;)1<i<r € N* tel que : nq + ... + ng = n. On note Ek,(n,) I'ensemble des k-uplets (Ey, ..., By) de

sous-espaces de Fy tels que pour tout i € [1, k] :

E\®..@E =F"

On étudie I'action du groupe G L, (F,) sur & (,,) :

v,g € GLTL(FQ)v g (Elv 7Ek) = (g(El)v 7g(Ek))

C’est une action de groupe :
Soit g € GL,(F,). On a bien :

Vie {1,...k}, dim(g(E;)) = dim(E;)

11 reste & montrer que les g(F;) sont en somme directe.

Soient 1,5 € {1,....,k}, | # j. Soit x € g(E;) n g(E;). On a: g~'(z) € E; n Ej. Or comme la famille (E;)1<;<k est en
somme directe, on a : E; n E; = {0}. Donc on trouve : z = 0.

La famille (g(E;))1<i<k est donc en somme directe.

On vérifie directement les axiomes de définition d’une action de groupe :

— V9,9 € GLn(F\),Y(E;) € Ex (ny), 9 (9" (E3)) = (99) - (Ei)



— Y(E:) € & (nyy, 1dn - (E:) = ()

Orbite(s) de I’action :

On montre que cette action est transitive :
Soient (E;), (E;) € &k, (n,)- On note B une base adaptée & (E;) (respectivement B’ une base adaptée & (Ej)). Alors
en considérant g € GL,(F,) qui envoie B sur B',on a: ¢g- (E;) = (E}).

Donc &y, () est composée d'une seule orbite pour I'action de GL,(IF,).

Stabilisateurs :
Soit (E;) € & (n,)- Le stabilisateur de (£;) est le sous-groupe de G L, (F,) qui stabilise tous les E; : c’est le sous-groupe
diagonal par blocs :
[] GrE) = ] GLn(Fy)
ie{l,...,k} €{l,...,k}
|GLn (Fq)l

On a donc, pour (n;)1<i<k de somme n : [ (n,)| = =
TL1GLn,; (Fo)l

Calcul du nombre de matrices diagonalisables :

On construit une bijection entre I'ensemble des matrices diagonalisables dans M,,(F,) et 'ensemble noté E des &, (n,)

pour tous les (n;)1<i<q dont la somme vaut n.

Dans la suite on note (i, ..., (4 les éléments de Fy.

Soit A € M,,(FF,) diagonalisable. On considere E4 = (Ker(A—(;1,,))1<i<q- On note n; = dim(Ker(A—¢;1,,)). Comme
A est diagonalisable, on a Ex € & (p,,)-

Réciproquement, soit (n;)1<i<q de somme n. Soit (E;) € & (n,). On considere 'endomorphisme ¢ défini par :
VZ € {17 7q}vvzz € Eia ¢(ZZ) = szz

On note A(g,) la matrice de ¢ dans une base adaptée a (E;). On a par construction une matrice diagonale.

On a donc une bijection A+ E4 de réciproque (E;) — A(g,).

|GLn (Fq)|

Or par les étapes précédentes, on a, pour (1n;)1<i<q de somme 1 : |E; ()| = =
111G L, (7))
Pl

Donc :

|GLn(Fg)|

|E| = 7
mt dRe=n 1131 |GLn, (Fy)|
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