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Théorème :

Soient n P N et q une puissance d’un nombre premier. On note Fq le corps à q éléments. Alors le nombre de matrices

diagonalisables de MnpFqq est :

ÿ

n1`...`nq“n
niě0

|GLnpFqq|
q

ś

i“1

|GLnipFqq|

Démonstration :

Soit k P N, et soit pniq1ďiďk P Nk tel que : n1 ` ... ` nk “ n. On note Ek,pniq l’ensemble des k-uplets pE1, ..., Ekq de

sous-espaces de Fn
q tels que pour tout i P J1, kK :

E1 ‘ ... ‘ Ek “ Fn
q

dimpEiq “ ni

On étudie l’action du groupe GLnpFqq sur Ek,pniq :

@g P GLnpFqq, g ¨ pE1, ..., Ekq “ pgpE1q, ..., gpEkqq

C’est une action de groupe :

Soit g P GLnpFqq. On a bien :

@i P t1, ..., ku, dimpgpEiqq “ dimpEiq

Il reste à montrer que les gpEiq sont en somme directe.

Soient l, j P t1, ..., ku, l ‰ j. Soit x P gpElq X gpEjq. On a : g´1pxq P El X Ej . Or comme la famille pEiq1ďiďk est en

somme directe, on a : El X Ej “ t0u. Donc on trouve : x “ 0.

La famille pgpEiqq1ďiďk est donc en somme directe.

On vérifie directement les axiomes de définition d’une action de groupe :

— @g, g1 P GLnpFqq,@pEiq P Ek,pniq, g ¨ pg1 ¨ pEiqq “ pgg1q ¨ pEiq
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— @pEiq P Ek,pniq, Idn ¨ pEiq “ pEiq

Orbite(s) de l’action :

On montre que cette action est transitive :

Soient pEiq, pE1
iq P Ek,pniq. On note B une base adaptée à pEiq (respectivement B1 une base adaptée à pE1

iq). Alors

en considérant g P GLnpFqq qui envoie B sur B1, on a : g ¨ pEiq “ pE1
iq.

Donc Ek,pniq est composée d’une seule orbite pour l’action de GLnpFqq.

Stabilisateurs :

Soit pEiq P Ek,pniq. Le stabilisateur de pEiq est le sous-groupe de GLnpFqq qui stabilise tous les Ei : c’est le sous-groupe

diagonal par blocs :
ź

iPt1,...,ku

GLpEiq “
ź

iPt1,...,ku

GLni
pFqq

On a donc, pour pniq1ďiďk de somme n : |Ek,pniq| “
|GLnpFqq|

k
ś

i“1
|GLni

pFqq|

Calcul du nombre de matrices diagonalisables :

On construit une bijection entre l’ensemble des matrices diagonalisables dans MnpFqq et l’ensemble noté E des Eq,pniq

pour tous les pniq1ďiďq dont la somme vaut n.

Dans la suite on note ζ1, ..., ζq les éléments de Fq.

Soit A P MnpFqq diagonalisable. On considère EA “ pKerpA´ζiInqq1ďiďq. On note ni “ dimpKerpA´ζiInqq. Comme

A est diagonalisable, on a EA P Eq,pniq.

Réciproquement, soit pniq1ďiďq de somme n. Soit pEiq P Ek,pniq. On considère l’endomorphisme ϕ défini par :

@i P t1, ..., qu,@zi P Ei, ϕpziq “ ζizi

On note ApEiq la matrice de ϕ dans une base adaptée à pEiq. On a par construction une matrice diagonale.

On a donc une bijection A ÞÑ EA de réciproque pEiq ÞÑ ApEiq.

Or par les étapes précédentes, on a, pour pniq1ďiďq de somme n : |Eq,pniq| “
|GLnpFqq|

q
ś

i“1
|GLni

pFqq|

Donc :

|E| “
ÿ

n1`...`nq“n
niě0

|GLnpFqq|
q

ś

i“1

|GLnipFqq|
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