20 Lecon 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme
ou une famille d’endomorphismes d’un espace vectoriel de
dimension finie. Applications.

Soit E' un K-ev de dimension n > 1. Soit u € L(E), on note x,, son polynéme caractéristique et p,, son
polynéme minimal.

I. Notion de sous-espaces stables

1. Définition et premiéres propriétés [MAN| [BMP|
SEV stable, exemples, u+v et uov, Ker(u) et Im(u) stables par v

2. Notion d’endomorphisme induit [MAN]| [BMP]
Endomorphisme induit, restriction, représentation matricielle, décomposition en somme
de sous-espaces stables, fiy. et Xup

3. Recherche de sous-espaces stables [MAN]
SEP et SEC sont stables, lien avec ©*, lemme des noyaux, théoréme de Cayley-Hamilton,
décomposition selon les SEC

II. Application & la réduction des endomorphismes

1. Diagonalisation [MAN] [ROM]
Endomorphisme diagonalisable, équivalences diagonalisabilité, exemples, induit est dia-
gonalisable, co-diagonalisabilité

2. Trigonalisation [MAN]

Trigonalisable, équivalences trigonalisation, induit est trigonalisable, co-trigonalisable

3. Décomposition de Dunford [MAN] [ROM]

Ex et contre ex

III. Endomorphismes remarquables

1. Endomorphismes cycliques [MAN]

Sous-espace cyclique associé & z, polynéme minimal local en x, endomorphisme cyclique,
Mo,z = [us Xu= Hu, Matrice compagnon, cas cyclique et diagonalisable, nbr fini de sous-
espaces stables

2. Endomorphismes nilpotents [BMP]

Endomorphisme nilpotent, céne de nilpotence, u 4+ v est nilpotent, équivalences, bloc de
Jordan, équivalences bloc de Jordan, sous-espaces stables pour un endo nilpotent, réduite
de Jordan

Présentation :

e L’intérét des sous-espaces stables est qu’ils permettent d’obtenir une description plus simple
d’un endomorphisme : si I’on a une décomposition de E en somme directe de sous-espaces stables
par u, alors on se raméne a étudier les endo induits par u sur chacun de ces sous-espaces. Cela
va mener a la réduction des endomorphismes.
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e La recherche de supplémentaire stable est donc importante, elle permet également d’enclencher
des récurrences en abaissant la dimension. Ce type de preuve se retrouve souvent en algébre
linéaire.

e Bien insister sur la différence entre restriction et endo induit.

e Lareprésentation matricielle par blocs permet de voir immeédiatement si, dans une base donnée,
il y a des sous-espaces stables ou non.

e Le lemme des noyaux est central car permet, si le poly carac est scindé, de décomposer E en
somme de sous-espaces stables (les SEC).

e La décomposition de Dunford est essentielle car permet de calculer facilement des puissances
de matrice et des exponentielle de matrice, ce qui va faciliter la résolution de systémes linéaires
ou d’équations différentielles. En effet, on se raméne a calculer des puissances de matrices
diagonales et nilpotentes, ce qui est assez aisé.

e L’intérét des endomorphismes cycliques est que I'on a existence d’un vecteur dont le sous-espace
local (qui est stable par u) engendre E tout entier.

e Pour les endomorphismes nilpotents, on va avoir une décomposition par blocs de Jordan, qui
est une écriture facile & manipuler.

Développements :

e Co-trigonalisabilité
- Algébre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p94-104-107
- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p685 et 678

e Décomposition de Dunford + exponentielle de matrice
- Algébre-Probabilités, Gourdon, p203
- Mathématiques pour ’agrégation : Algébre et géométrie, Rombaldi, p765
- Algébre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné, p141

Références :

e |[MAN] Algebre linéaire réduction des endomorphismes, Mansuy-Mneimné

e [BMP] Objectif Agrégation, Beck-Malick-Peyré

e |[ROM]| Mathématiques pour l'agrégation : Algeébre et géométrie, Rombaldi
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