Dimension du commutant
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Soit A € M,,(K). On note

C(A) = {M € M,(K), AM = MA} et K[A] = {P(A), P € K[X]}

Lemme. La dimension du commutant de A est toujours supérieure ou égale
an.

Démonstration. 11 s’agit de démontrer que dim(S) > n ou S est le sous-
espace des solutions du systeme linéaire

AX — XA = Oou X = (xij)lgi,jgn S MR(K)

e Supposons que A est trigonalisable. Quitte a se placer dans une base
adaptée, on peut supposer A = (a;j)1<ij<n triangulaire supérieure.
Cherchons les solutions X = (X;;)1<i j<n triangulaires supérieures. Si
on restreint le systeme aux matrices triangulaires supérieures, il reste

1) . . : . :
% inconnues. Comme AX — X A est triangulaire supérieure, dire

que X est solution revient a écrire w équations. Les équations
correspondant aux coefficients diagonaux sont évidentes. Ainsi, il y a
w — n équations pour @ inconnues. L’espace des solutions est
donc de dimension au moins égale a n. Ainsi dim(SN7,(K)) > n donc

dim(S) > n.

e Supposons que A n’est pas trigonalisable. La dimension de S reste
inchangée par extension de corps. En effet :
Soit ay, ..., ap, K base de L.
Soit My, ..., M, L base de Cx(A) = {X € M, (K), AX = XA}
Montrons que My, .., M, est une L base de

CL(A) = {X € M, (L), AX = X A}.

» Famille libre
Soit Aq, ..., A\, € L" tel que >°7_; \;M; = 0. On sait donc que pour
tout 7 € [1,7], \j = SSh_; pias.
On a donc

r r p p r
SNM; =D (Z Nkiak> M; =" a (Z Mlm;Mi> =0
=1 i=1 \kem1 praet —t

Ainsi, pour tout k € [1,p], 337 tiM; = 0 ((ax) est une famille
libre). Finalement, pour tout k& € [1,p] et pour tout i € [1,7],
pr; = 0 ce qui entraine que pour tout @ € [1,r], A; = 0.

» Famille génératrice
Soit X € Cp(A) noté X = (z5).
On a, pour tout ¢ € [1,n] et pour tout j € [1,n], on a
Tij = Y1 Hij (k) ax.
Posons p(k) = (pij(k))i<ij<n- Montrons que, pour tout k €
[1,p], u(k) € Cx(A). On sait que AX = XA, donc pour tout
i,J € [1,n],

(AX)ij = (XA)y; & Y auzy =) g,
=1

s Y ay <zp: Mj(k)@k> =

= kg_: g (g: au/iz](k)> = g:ak (g: M(@%)
& > apAp(k) = i app(k)A

k=1 k=1
& Y a(Aulk) - p(k)A) = 0

k=1

Comme, pour tout k& € [1,p],ar # 0 (sinon la famille (ax) ne
serait pas libre), on a que pour tout k € [1,p], u(k) € Cx(A).
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Ainsi, il existe by, ..., by, € K tels que p(k) = S0, b M;. Ainsi

r p
X=> (Z bkiak> M;
i=1 \k=1

€L

Finalement, X € Vecty(Mj, ..., M,). 1l suffit alors de prendre L
tel que x4 soit scindé. Dans ce cas-la, A est trigonalisable et la
dimension de 'espace C(A) est supérieure ou égale a n sur L ou
sur K.

0
Théo. On a K[A] = C(A) si et seulement si xa = pia.

Démonstration. La dimension de K[A] est toujours égale au degré de pu4.
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a donc dim(K[A]) < n.
e Supposons que K[A] = C(A).
On a donc que dim(K[A]) = dim(C(A)) = n. Comme p4|x4 on obtient
HA = XA-
e Supposons que fig = XA-
On sait donc que A est cyclique. Autrement dit, il existe e € K" tel
que (e, Ae, ..., A" le) soit une base de K". Considérons l'application
f: B € C(A) — Be € K" Cette application est linéaire. Elle est
injective. En effet, si Be = 0 alors

BA*e = A*Be = 0 pour tout k € [0,n — 1].

Donc B s’annule sur une base de K" donc est nul. On déduit que
dim(C(A)) < dim(K") = n.
Donc dim(C(A)) = n = deg(pua) = dim(K[A]). Comme K[A] C C(A)
et on a bien le résultat.
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