Nombre de zéros d’une équation différentielle

Lecons : 220, 221, 224

On considere I'équation différentielle linéaire du second ordre (E) : y” +qy = 0. On
+00

suppose que g € 6 '([a, +oo[,R*), que q(u)du = +00 et que ¢'(x) = 0, (¢**(x)).

a
On se donne une solution y non nulle de (E) et on cherche a obtenir un équivalent a I'infini
de la fonction N : x — Card {u € [a, x] : y(u) = 0}.
Théoreme 1

Sous ces hypothéses, on a

NGO espeo = J V@i

Lemme 2

Soient y, et y, deux fonctions de ¢'([a,+00[,R*%) sans zéro commun. Alors siw =
Y1Y4— Yoy, (Wronskien), et y,(a) +iy,(a) = rye'®, il exister, 6 € 6'([a,+0o[,R) tels

*w(t
que y, =rcos@,y, =rsinf otr=4/y:+y? eth,@(x)=90+J wi)

de.
. T(t)?

Démonstration. Posons ¢ = y; + iy,. Par hypothése, cette fonction ne s’annule pas donc

N 0
i Lw(t)

De plus, un calcul rapide montre que (Lpe_w)/ =0 donc Yx, ¢(x) = e¥®(p(a)e V@) =
eV (rpel® x ryle i = e¥ (),

+ 16, est bien définie et €' sur [a,+o0o[.

Donc

@(x) = rpe®exp (J (p((t)) ) = rqei% exp (J (O +iy2,),gi/t1)_ iJ’z)(f)dt)
i @, (11 +¥552)(0)
- goexp(lfa rz() f 1 1r2(t2) 2 dt)

= roe® exp (lf ) (( )) —In r(a)) =r(x)e'% exp( J 2((?) t)

car (r?) = y{y1 + ¥;¥>. Donc ¢(x) = r(x)e®™ o1 6(x) = 6, +f M;((?)dt
r

Démonstration (du théoréme). Etape 1 : changement de variable : Posons 7(x) = f v/ q(w)du.

a
La fonction 7 est de classe € sur [a,+00[, Vx = a,7/(x) = v/q(x) > O et 7(x) i +00,
X—+ 00

de sorte que T est une bijection de classe €' de [a,+oo[ sur [0, +00[.
Posons Y = yot 1. OnaVx >0,y (x)=Y'(t(x))v/q(x) et y”(x) = Y"(t(x))q(x) +
, q'(x)
Y'(7(x)) %

24/q(x)
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. Ainsi :




q'(x)
24/q(x)

La fonction Y est donc solution de (E’) :

0=y"(x)+q(x)y(x) = q(x)Y"(r(x)) + Y'(7(x)) +q(x)Y (7(x))
q'(z"'(1)

Posons pour t = 0, o(t) = ——————.
b O = (o)

Y'+pY' +Y =0

Etape 2 : utilisons le lemme pour écrire Y = rsin6,Y’ = rcos 0. En effet, Y et Y’ nont
pas de zéro commun, car sinon, selon le théoreme de Cauchy-Lipschitz, Y serait nulle. Donc
Y =r'sin6 +r6’cos@ = rcosf (équation (i)) et d’autre part Y” = r'cos0 —r6’sin6 =
—@rcosO —rsin O (équation (ii)).

Lopération (i) x cos 6 + (ii) x (—sin @) donne r6’ = r + prcosOsinf, dou 6’ = 1 +

1 1
p cos 6 sin 6. En particulier, comme cos 0 sin 0 = > sin(20), |60’(t)—1| < £|<P(f)|-
Etape 3 : étude asymptotique. Puisque ((t) = 0 par hypothése, 6’ tend vers 1 a
—+00
I'infini. Par intégration des équivalents, on a 0(t) « t.

t
Notons M(t) le nombre de zéros de Y sur [0, t ], montrons que M(t) ~ — quand t tend
1

vers +00.
Montrons d’abord par I'absurde que M(t) < oo pour tout t. Si il existait t, tel que

M(t,) = oo, alors 'ensemble des zéros de Y dans [0, t,] aurait un point d’accumulation u.

Y(u,)—Y(u
Soit (u,), suite de zéros de Y tendant vers u. Alors 0 = () Q) " Y'(u) ce qui
u,—u n—+00

contredit ’absence de zéro commun de Y et Y'. Donc pour tout t, M(t) < 0.
Fixons t, = 0 tel que 6’(t) > 0 sur [t,, +00[. Alors

M(t) 400 Card {u € [ty, t] : sinO(u) = 0} = Card {v € [0(¢t,), O(t)] : sinv = 0}

puisque 0 est un ¢'-difféomorphisme de [t,, t] sur [0(t,), O(t)].

o(t o(t
Donc M(t) v, 00 Card{k €Z: 0(ty) < km < 0(t)} = E((—)) —E( ( 0)), de sorte
T T
que
Or, on se convainc sans mal que N(x) = M(7(x)) donc
t(x) 1 (7
N(X) wx—)-ﬁ-oo - = _f Q(U)du
T ),
O
Remarque. e Le jour de l'oral, faire le lemme technique rapidement ou 'admettre pour

avoir assez de temps pour la suite.
e Sila condition q’ = 0(q>/2) n’est pas vérifiée, le résultat n’est plus vrai. Par exemple,

1 1
sig(x)= o) q(x)=-— et y”’+ ﬁy = 0 admet pour solution générale /x(a+

x2’ 2x3’
bln(x)),a,b € R - puisque v/x et +/x In(x) sont solutions — qui s’annule au plus une

fois sur R, .
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