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Notons , le groupe des racines n-iémes de 1 dans C. Soit ¢ € y,, primitive (c’est-a-dire d’ordre n)
et G le groupe des Q-automorphismes de corps de Q(¢).

Dans un premier temps, nous allons décrire les Q-automorphismes de corps de Q(¢). Il suffit pour
cela de les décrire sur p, car celui-ci est une famille génératrice de Q(¢).

Théoréme 1. Yo € G, il existe un unique ay € (Z/nZ)* tel queV x € iy, o(x) = x%.

Démonstration. Soito € G.Alors o ()" =a(™ =o(1)=1etVke [1,n-1],6) =05 #1, dou o (&)
est d’ordre n. De plus, comme ¢ est primitive, elle engendre le groupe pu;, donc il existe k € Z tel que
o) = fk etcomme l'ordrede o (&) estn, knn=1 dot ke ZInz)*.

Soit x=¢k e Un. Alors o(x) = (&) = &K = xk et on a donc Iexistence avec k= ag.

Pour 'unicité, si by convient, on a alors é%~Ps =1 donc comme ¢ est primitive,a; — by = 0 dans
ZInZ. O

Maintenant, nous allons décrire la structure du groupe G.

Proposition 1. Si p est premier ne divisant pas n, alors £ et £P ont le méme polynéme minimal dans

QIX].

Remarque : ici, on n’a pas besoin de supposer ¢ primitive.

our prouver cette proposition, on aura besoin d'une version du lemme de Gauss :
P tt t b d dul de G

Lemme 1. Soit P,Q € Q[X]. Si P et Q sont unitaires et si PQ est a coefficients entiers, alors P et Q sont a
coefficients entiers.

Démonstration. (de la Proposition) Soit f (respectivement g) le polynéme minimal de ¢ (resp. ¢P) sur
Q. Par 'absurde, supposons que f # g.

Etape 1: f et g sont a coefficients entiers :
f et g sont des polyndmes minimaux donc ils sont irréductibles. Or, ils divisent X" —1 (car ¢ et {P en
sont racines) et sont distincts et unitaires, donc fg|X" — 1. Soit h € Q[X] tel que fgh=X"-1. f,g,h
sont unitaires, et X" — 1 € Z[X] donc par le lemme de Gauss, ils sont a coefficients entiers.

Etape 2: ? et g (modulo p) sont premiers entre eux :
Ona fg|X"—1.0r (X" 1) = nX""! #0 car p ne divise pas n, donc comme X" -1AX""1 =1, X" -1
est a racines simples dans une cloture algébrique. Donc f et g n’ont pas de racine commune dans une



cloture algébrique et donc fAg = 1.

Etape 3 : Conclusion
Comme g(XP) annule ¢, f|g(XP). Il existe donc k € Q[X] tel que kf = g(XP) et par le lemme de Gauss,
k € Z[X]. Modulo p, on a que g(X?) = g” donc g” = fk, donc un facteur irréductible de f divise g, ce
qui contredit I’étape 2, d’ou1 la contradiction. O

Théoréme 2.
v : G — (ZInp)”

g — ag
est un isomorphisme.

Démonstration. Etape 1 : Morphisme :
Soitg, 7€ G.Ona(oo1)(§) =¢&%" eto(1(¢)) =0a(E%)=E% %,
Par I'unicité dans le théoreme 1, a,; = ay a;.

Etape 2 : Injectivité :
Soit o € kery, c’est-a-dire a; = 1. Alors 0(§) = etdonc Vx € Q(&),0(x) = x doli o =id.

Etape 3 : Surjectivité : Attention, c’est la partie difficile.

Montrons qu'un Q-morphisme o de Q(¢) est un Q-automorphisme si et seulement si ¢ et o(¢) ont le
méme polyndme minimal :
D’une part, si ¢ et (&) ontle méme polynd6me minimal f, alors o (¢) est d’ordre 7 : comme ¢ est d’ordre
n,ona f divise X" — 1 mais pas X¥ -1 pour k < n donc ¢ (¢) n’est pas racine de X* —1 pour k < n, d’ott
les racines de f sont toutes d’ordre n. o(¢) engendre donc p, et donc o est surjectif.
D’autre part, si o est un Q-automorphisme, si f € Q[X],on a f(o(¢)) =o(f({)) etdonc o({) et £ ontles
mémes polynémes annulateurs donc le méme polynéme minimal.
Pour conclure, on va montrer que Va € (Z/nZ)*, ¢ et {? ont le méme polyndéme minimal.
Soita € (Z/nZ)*. Notons a = p;...p, oltles p; sont premiers. Comme a € (Z/nZ)*, Vi, p; ne divise pas
n. Donc ¢ et £P! ont le méme polyndme minimal d’apres la proposition 1, et £P! € p,. On réitere avec
EPY et EP1P2 etc... par récurrence. On obtient finalement que ¢ et ¢ ont le méme polynéme minimal,
d’oti le Q-morphisme o défini par o (§) = {4 est un Q-automorphisme etona o € G et a, = a.

O

Ce développement est long et technique. On peut le raccourcir si besoin par exemple en s’arrétant
al'injectivité, ou en admettant le résultat montré dans la preuve de la surjectivité.



