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Lecon 223 - Suites numériques. Convergence,
valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

Extrait du rapport de jury

Cette legon est limitée aux suites réelles ou complexes.

L’utilisation des valeurs d’adhérence pour montrer des convergences ou des continuités,
ainsi que celle des limites inférieures et supérieures d’une suite réelle (qui permettent
des rédactions expurgées d’epsilons superflus) sont des thémes centraux. Le théoréme de
Bolzano-Weierstrass ainsi que celui de Cesaro, que les candidates et candidats doivent
savoir démontrer, sont incontournables dans cette lecon.

Sans se limiter aux cas convergents, on peut également présenter des exemples d’études
asymptotiques de suites définies par des sommes ou des relations de récurrence, voire
implicitement.

D’autres pistes, comme les différentes méthodes d’approximation des réels par des ir-
rationnels, la résolution numérique d’équations et leur vitesse de convergence peuvent
étre explorées.

Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser par exemple a I’équirépartition,
a I’étude de systémes dynamiques discrets, a ’accélération de la convergence, aux procé-
dés de sommation des séries divergentes et aux théorémes taubériens qui en découlent.

Présentation de la lecon

Je vais vous présenter la lecon 223 intitulée : "Suites numériques. Convergence,
valeurs d’adhérence. Exemples et applications.". Les suites apparaissent dés 'antiquité,
les grecs exploitent leur évolution dans le but d’obtenir des approximations et la
recherche de comportements-limite apparait seulement avec les systémes dynamiques
(Fibonacci). Cependant 'intérét numeérique arrive réellement avec Cauchy, Gauss et
Fourier, et les problémes de convergence sont alors dévoilés par Abel.

Dans une premiére partie on s’intéresse a la convergence des suites numériques en
commengant par rappeler quelques généralités et propriétés élémentaires. Ainsi, on
rappelle la définition d’une suite convergente et divergente vers oo ainsi que quelques
exemples avant de voir comment se comporte la notion de limite vis-a-vis des opérations
élémentaires. Dans un deuxiéme point on s’intéresse aux valeurs d’adhérence d’une
suite en commencant par introduire la notion de sous-suite ainsi que quelques exemples
et propriétés fondamentales. On parle ensuite de valeur d’adhérence avant de faire le
lien avec la convergence d’une suite ainsi que le lien avec les limites supérieures et
inférieures en tant que plus grande et plus petite valeur d’adhérence. On termine par
un dernier point sur les suites de Cauchy ainsi que leur lien avec la convergence d’une
suite et la notion de complétude.

Dans une deuxiéme partie on s’intéresse aux critéres de convergence des suites avec
tout d’abord le cas des suites réelles. On énonce ainsi les théorémes de comparaison
ainsi que d’encadrement qui sont trés utilisés en pratique ainsi que le théoréme de la
limite monotone qui sert a justifier 'existence théorique d’une limite. On donne ensuite
d’autres propriétés importantes en introduisant la notion de suites adjacentes ainsi que
le théoréme des suites adjacentes qui ont énormément de conséquences trés importantes
telles que le théoréme de Bolzano-Weierstrass ou encore le théoréme de Heine.
Dans une troisiéme partie on s’intéresse & un type particulier de suite numérique :
séries numériques. On commence par parler des séries numériques convergentes ainsi
que les premiéres propriétés : on donne ainsi la définition d’une série numérique ainsi
qu’un lien entre la convergence d’une suite et d’une série et quelques exemples de séries
convergentes. On termine ce point en parlant de série absolument convergente et en
énongant la formule de Stirling. On passe ensuite aux critéres de convergence qui nous
donnent des outils plus ou moins puissants pour savoir quand une série converge ou
non. On énonce donc des critéres de comparaison ainsi que la régle de d’Alembert et
le critére spécial des séries alternées qui sont les outils les plus basiques et communs
pour déterminer une convergence ou non. On continue cette partie avec la sommation
des relations de comparaison qui sont résumées dans un tableau récapitulatif ainsi
que le théoréme de Cesaro. On termine cette partie en introduisant les nombres et
polynémes de Bernoulli ainsi que quelques unes de leurs propriétés puis la formule
d’Euler-Maclaurin qui est une formule particuliérement efficace et redoutable pour
obtenir des développements asymptotiques pour connaitre la vitesse de divergence
des séries. En effet, elle permet (sans trop de peine) de trouver un développement
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était trés laborieux a obtenir... Cours détaillé
On conclut finalement cette legon avec une derniére partie consacrée aux applications.
On donne une premiére application avec les suites définies par récurrence en donnant
des résultats notamment sur la convergence d’une suite en termes de point fixe.
On donne une deuxiéme application avec le théoréme des valeurs intermédiaires qui
nous permet de donner une existence théorique d’une racine & une équation avant I Convergence des suites numériques
de continuer sur une autre application qui est la méthode de Newton. Cette derniére
permet de déterminer les zéros d’une fonction sous certaines hypothéses ainsi que
de construire une suite qui tend vers ce zéro. On termine enfin cette lecon avec
I’approximation décimale d’un réel qui donne des résultats de densité dans R. Définition 1 : Limite/suite convergente [Deschamps (1), p.403] :
On trouvera également en annexe une illustration de la méthode de Newton. On dit que la suite (u,)nen admet ¢ pour limite lorsque :

Dans toute cette legon, on considére K = R ou C, une suite (us)nen € KN et £ € K.

I.1 Généralités et propriétés élémentaires

.. Ve>0, AN eNtgVneN, (n > N) = (lun — ¥ <¢)
Plan général
On dit alors que (un)nen est une suite convergence lorsqu’elle admet une limite

. . (dans le cas contraire on dit que (un)nen est une suite divergente).
I - Convergence des suites numériques

1 - Généralités et propriétés élémentaires Proposition 2 : [Deschamps (1), p.405]

2 - Valeur d’adhérence Si la suite (un)nen admet une limite, alors celle-ci est unique.
3 - Suites de Cauchy

Exemple 3 : [Deschamps (1), p.404 + 405]

IT - Critéresl de convergence x La suite (%)neN converge de limite 0.
1 - Cas des sulte.s’ r}eel.les * Toute suite stationnaire est convergente et sa limite et la valeur constante qu’elle
2 - Autres propriétés importantes prend & partir d’un certain rang.

* La suite ((—1)"), oy D'est pas convergente.
III - L’exemple des séries numériques

1 - Séries numeériques convergentes et premiéres propriétés Proposition 4 : [Deschamps (1), p.406]

2 - Criteres de convergence Si (un)nen converge de limite £, alors (|un|)nen converge de limite |¢].
3 - Sommation des relations de comparaison

4 - Développement asymptotique & tout ordre Proposition 5 : [Deschamps (1), p.406]

Toute suite convergente est bornée.
IV - Applications

1 - Suite définie par récurrence Définition 6 : Divergence vers too [Deschamps (1), p.407] :

2 - Théoréme des valeurs intermédiaires On dit que la suite (un)nen diverge vers +oo (resp. —oo) lorsque :

3 - Méthode de Newton

4 - Approximation décimale d’un réel

VAeR, SNeNtgqVneN, (n>N) = (un > (resp. <)A)

Exemple 7 : [Deschamps (1), p.407]
* La suite de terme général u,, = n diverge vers +oo.
x Si a > 1, alors la suite de terme général u, = a™ diverge vers +oo.

V - Annexe
1 - Illustration de la méthode de Newton

Proposition 8 : [Deschamps (1), p.409]
Le produit d’une suite bornée par une suite qui tend vers 0 est une suite qui
converge et qui tend vers 0.
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Proposition 9 : [Deschamps (1), p.410 + 411]

Soient (vn)neN €t (wn)nen deux suites convergeant respectivement vers ¢1 et £s.
* Pour tous scalaires A, p € K, la suite (Avy + piwn )nen converge de limite A0y + pls.
* La suite (vnwn)nen converge de limite £145.

* Si de plus ¢; # 0, alors la suite (ui) converge de limite %
"/ neN

1.2 Valeurs d’adhérence

Définition 10 : Suite-extraite [Deschamps (1), p.402] :

Une suite (vn)nen est appelée suite-extraite (ou encore sous-suite) de (un)nen
lorsqu’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que pour
tout n € N, vn = Uy(n)-

Exemple 11 : [Deschamps (1), p.402]
* La suite (n+1)neN est une sous-suite de la suite (un)nen.
* Les suites (u2n)nen €t (U2n+1)nen sont deux suites extraites de (un)neN-

Remarque 12 : [Deschamps (1), p.403]
L’application ¢ de la proposition précédente étant strictement croissante de N dans
N, on obtient que pour tout n € N, ¢(n) > n.

Proposition 13 : [Deschamps (1), p.408]
Si (un)nen admet une limite (finie ou infinie), alors tout sous-suite de (un)nen
admet la méme limite.

Proposition 14 : [Deschamps (1), p.409]
Si les sous-suites (u2n)neN €t (U2n+1)nen convergent vers une méme limite, alors
(un)nen converge et tend vers cette limite commune.

Définition 15 : Valeur d’adhérence [Deschamps (2), p.205] :
On appelle valeur d’adhérence la limite d’une sous-suite convergente de (tn )nen-

Proposition 16 : [Rombaldi (1), p.42]
Une suite convergente dans K a pour unique valeur d’adhérence sa limite.

Exemple 17 : [Deschamps (2), p.205]
La suite de terme général u, = (—1)" n’est pas convergente car posséde 1 et -1
comme valeur d’adhérence.

Proposition 18 : [Deschamps (2), p.243]
L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (un)nen est un fermé de R.

Jusqu’a la fin de cette sous-partie, on considére une suite (vn)nen €t on suppose que
(un)nen €t (Un)nen sont des suites réelles bornées.

Définition 19 : Limite supérieure/inférieure [Rombaldi (1), p.52] :
On_appelle limite supérieure (respectivement limite inférieure) le réel

lim sup,s, up (resp. lLim u, = lim infp>, up).
— 00 - n—+4oo n—+oo

lim wu, =
n——+oo

* lim w, (resp. lim wu,) est la plus grande (resp. plus petite) valeur d’adhérence
n—-+oo n—-+oo

de la suite (un)nen.
* Si la suite (un)nen est bornée, alors elle est convergente si, et seulement si,

lim u, = lim v,.
n——+oo

n—-+oo

Proposition 21 : [Rombaldi (1), p.54]

*Ona: lm u,+ lim v, < lim (un+ vn).
n—-+4oo n—-+oo n——+oo
*Ona: lm (un+ve) < lim u,+ lim vy
n——+oo n——+oo n—-+oo
* Si up < vy, pour tout n € N, alors :
lim u, < lim v, et lim u, < lim v,
n——+oo n—+oo n—+o0 n—+o0

1.3 Suites de Cauchy

Définition 22 : Suite de Cauchy [Rombaldi (1), p.39] :
On dit que (un)nen est une suite de Cauchy lorsque :

Ve >0, AN eNtqVn,meN, (n,m>N) = (Jun — um| < &)

Proposition 23 : [Rombaldi (1), p.40]
Si (un)nen suite de Cauchy, alors (un)nen est bornée.

Corollaire 24 : [Rombaldi (1), p.40]
Toute suite convergente est de Cauchy.

Proposition 25 : [Rombaldi (1), p.42]
Une suite de Cauchy est convergente si, et seulement si, elle admet une unique
valeur d’adhérence.

Remarque 26 : [Rombaldi (1), p.12]
Un espace ou toute suite de Cauchy est convergente est dit complet. En particu-
lier, R est complet.
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II Critéres de convergence

IT.1 Cas des suites réelles

Dans toute cette sous-partie, on suppose que K = R et on considére (v, )nen une suite
réelle.

Proposition 27 : [Deschamps (1), p.405]
S’il existe une suite (wn)nen convergeant vers 0 telle qu’a partir d’un certain rang
on ait |un — €| < wy, alors (un)nen converge vers /.

Proposition 28 : [Deschamps (1), p.413]
Si (un)neNn converge et est positive a partir d’un certain rang, alors lirf Un > 0.
n— oo

Corollaire 29 : [Deschamps (1), p.413]
Si (tn)nen €t (vn)nen sont convergentes et qu’a partir d’un certain rang u, < vn,

alors lim wu, < lim wv,.
n—-+oo n—-+oo

Soit (wn)nen € KN.
Si les suites (vn)nen et (wn)nen convergent vers une méme limite £ et qu’a partir
d’un certain rang v, < un < wy, alors la suite (un)nen converge de limite £.

Exemple 31 : [Deschamps (1), p.414]
L : 2 2 l n — n n
a suite de terme général u Zk:o JniTh

Proposition 32 : [Deschamps (1), p.414]
Si up, < vy, & partir d’un certain rang, alors :

converge de limite 1.

* Si lim w, = +o0, alors lim v, = 4o0.
n—-+oo n—-+oo

*Si lim v, = —o0, alors lim u, = —oo.
n—-+oo n—-+oo

Si (un)nen est une suite croissante, alors :
* Si elle est majorée, alors elle converge de limite sup{u,, n € N}.
* Sinon, elle diverge vers +oo.

Corollaire 34 : [Deschamps (1), p.415] :

Si (un)nen est une suite décroissante, alors :

x Si elle est minorée, alors elle converge de limite inf{u,, n € N}.
* Sinon, elle diverge vers —oo.

II.2 Autres propriétés importantes

Définition 35 : Suites adjacentes [Deschamps (1), p.415] :
On dit que deux suites sont adjacentes lorsque I'une est croissante, 'autre dé-
croissante et que leur différence tend vers 0.

Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent vers une limite commune.

Exemple 37 : [Deschamps (1), p.415]

n

p=0

Les suites de terme général u, = )
convergentes.

ﬁ et v, = Un + % sont adjacentes et donc

Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.

Toute fonction continue définie sur un segment est uniformément continue.

III L’exemple des séries numériques

III.1 Séries numériques convergentes et premiéres proprié-
tés

Définition 40 : Série numeérique (convergente) [Deschamps (1), p.778] :

On appelle série de terme général u, la suite (Sn)nen dont le terme général

est Sp = > 1_, uk. On dit alors que ) u, est une série convergente lorsque la
suite (Sn)nen des sommes partielles converge vers une limite finie dans K.

Proposition 41 : [Deschamps (1), p.779]
Si la série Y u, converge, alors la suite (u,)nen tend vers 0.

Remarque 42 : [Deschamps (1), p.779]
La réciproque de la proposition précédente est fausse dans le cas général. En effet,
la série harmonique diverge alors que son terme général tend vers 0.

Proposition 43 : [Deschamps (1), p.780]

Soit g € K.

La série de terme général ¢" (appelée série géométrique de raison g) converge
si, et seulement si, || < 1. Dans ce cas, on a alors 3.7 g™ = 2

n=0q — 1—q"

Proposition 44 : [Deschamps (1), p.781]

La suite des restes d’une série convergente tend vers 0.
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Proposition 45 : [Deschamps (1), p.781]
La suite (un)nen est convergente si, et seulement si, la série de terme général un+1—

un, est convergente. Dans ce cas, on a alors Z:EOO (Un+1 — Un) = lim up — uo.
- n——+oo

Exemple 46 : [Deschamps (1), p.783]
La série de terme général u,, =

est convergente et de somme égale a g

2
n(n+2)
Définition 47 : Série absolument convergente [Deschamps (1), p.790] :
On dit que la série Y u, est absolument convergente lorsque la séries a termes
réels positifs Y |u,| est convergente.

Toute série absolument convergente est convergente.

Exemple 49 : [Deschamps (1), p.791]

La série Y &5 est convergente.

in
n

~ Développement 1 : [cf. DESCHAMPS (1)]

Proposition 50 : [Deschamps (1), p.651]

On pose I, = fog sin” (z)dz.

*Onanzgeth:l.

* Pour tout n > 2, on a I, = ”T_lln,z,

* La suite (nlnfn—1)nen~ est constante et de valeur 7.
227 (p)?
@p+1)! -

* Pour tout p € N, on a Iz, = %g et Iopy1 =
N

Proposition 51 : Formule de Stirling [Deschamps (1), p.792]
2 (2)".

* On a l’équivalent I,, ~
n——+oo

On a l’équivalent n! ~
n—-+oo

II1.2 Critéres de convergence

Dans toute cette sous-partie, les suites et séries seront supposées a termes réels.

Proposition 52 : [Deschamps (1), p.783]

Si 0 < wup < v, pour tout n € N, alors :

* Si ) v, converge, alors Y u, converge et Z::(’) Up < Z::a V.
x Si > u, diverge, alors > v, diverge.

Proposition 53 : Régle de D’Alembert [Deschamps (2), p.410] :

Si (un)nen est & valeurs strictement positives telle que V= liril Untl
n—-+oo n

existe dans

R, alors :

x Si ¢ < 1, alors Y uy, converge. x Sif > 1, alors Y u, diverge.

Exemple 54 : [Deschamps (2), p.410]

La série ) (ﬁ—n) converge si, et seulement si, x €] — 4;4].

Proposition 55 : Critére spécial des séries alternées [Deschamps (2), p.411] :

Une série alternée dont le terme général décroit en valeur absolue et tend vers 0
est convergente et sa somme est toujours comprise entre deux sommes partielles
consécutives.

De plus, le reste R, est du signe de un+1 et vérifie |Ryn| < |unt+1|- En particulier,
la somme de la série est du signe de ug.

Exemple 56 : [Deschamps (2), p.411]

(G s

Pour a > 0, la série )
que pour o > 1.

converge. Cependant elle ne converge absolument

Soit f une fonction continue par morceaux positive et décroissante sur [no; +0oo]
avec ng € N.
La série Zn>n0 f(n) converge si, et seulement si, 'intégrale f;;oo f(t)dt converge.

Exemple 58 : [Deschamps (1), p.788]
Soit a € R.
La série S & converge si, et seulement si, o > 1.

no

II1.3 Sommation des relations de comparaison

Dans toute cette sous-partie, on considére une série » v, a termes positifs.

On a le tableau récapitulatif suivant :

Un =

o
nog Uns > opg Un < +00 | Rn(u) = o(Rn(v)) | Rn
S v = o0 S, (u) = o(S S

Exemple 59 : [Deschamps (2), p.415]
OnaY3p ¢ =In(n)+7+ g +o(z)
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On définit pour tout n € N*, la fonction B, :R — R, 1-périodique, qui coincide

Si, pour tout n € N on note M,, = %H D h—o Uk, alors : avec B, sur [0;1].
* Si la suite (un)nen converge de limite ¢, alors (Mpy)nen converge de limite £.
* Si la suite (un)nen tend vers 400, alors (M, )nen tend aussi vers +oo. ~ Développement 2 : [cf. GOURDON]

Proposition 65 : Formule d’Euler-Maclaurin [Gourdon, p.321] :
Soient m,n € Z (m < n) et f:[m;n] — C de classe C".

II1.4 Développement asymptotique a tout ordre

Définition 61 : Nombres de Bernoulli [Gourdon, p.319] : On a la relation :
La fonction z — —%= est développable en série entiére sur un disque D(0,r) n n r
=1 : b (e .
épointé pour un certain r > 0. Z f(k) = / f(t)dt—i-w—i—z # (f<h Dn) - s 1)(m)) + R,
On appelle (by)nen la suite des nombres de Bernoulli telle que : k=m m h=2 "
<, avec R, = &0 [ Br(t)f 7 (t)dt

Vz € D(0,7)\{0}, — 1" T

n

Il
o

Exemple 66 : [Gourdon, p.321]
Lorsque n tend vers 400, on a :

Définition 62 : Polyndémes de Bernoulli [Gourdon, p.319] :

La fonction z — ezfizl est développable en série entiére sur un disque D(0,r)

'r 1
bn 1
épointé pour un certain r > 0. =In(n) +~ + m + Z hnh +0 (7)
On appelle (By)nen la suite des polynémes de Bernoulli telle que : -

ze"* = By ()
¥ €C, V2 e DOI\{0}, ——5 =) — =

1~ & nl IV Applications
Proposition 63 : [Gourdon, p.319] IV.1 Suite définie par récurrence
On a les propriétés suivantes : . s . .
«¥neN, B, (1 _ x) (—1)"Ba () «Vn € N*, Bu(z+ 1) — Bu(z) = a1 Dans toute cette sous-partie, on considére I un intervalle de R stable par une fonction
« Vn e N* f #)dt = 0. *nVn 6 N* B — n7B nl " ' f réelle (ou complexe) de la variable réelle (ou complexe).
0 - ’ n - n .

* Vn > 2, B (0) Bn(1)~ * Vn € N¥, bant1 = 0. Définition 67 : Suite récurrente d’ordre 1 [Deschamps (1), p.425] :

Proposition 64 : [Gourdon, p.319] On C(')nSIdere une suite (un)neN: ) 7 N
n " & On dit que (un)nen est une suite récurrente d’ordre 1 lorsqu’elle vérifie une
Pour tout n € N et tout z € C, on a Bn(2) = > 1_ (7)bn-r2" et by € Q.

relation de récurrence de la forme un+1 = f(un).
En particulier, on a by =1, by = —%, by = %, by = —% et bg = nt f(un)

=.
Proposition 68 : [Deschamps (1), p.426]

Soit a € I.

On considére la suite (ur, )nen définie par ug = a et pour tout n € N, un+1 = f(un).
x Si f est croissante, alors la suite (un)ngN est monotone.

* Si f est décroissante, alors les deux sous-suites (u2n)neN €t (U2n+1)nen sont
monotones et de sens de monotonie opposés.
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Soit (un)nen une suite vérifiant ug € I et, pour tout entier naturel n, la relation
Unt1 = [(un).

Si:

* La suite (un)nen est convergente.

* La limite ¢ de la suite (un)nen appartient & I.

* La fonction f est continue en /.

alors £ est un point fixe de f.

Corollaire 70 : [Deschamps (1), p.493]

Soit (un)nen une suite vérifiant ug € I et, pour tout entier naturel n, la relation
Un+1 = f(un)

Si:

% I est un intervalle fermé. * La fonction f est continue en tout point.

* La suite (un)nen est convergente.

alors la limite £ appartient a I et vérifie f(¢) = £.

Exemple 71 : [Deschamps (1), p.494]

est croissante et de

2
La suite définie par up = 2 et pour tout n € N, upy1 = fﬁfn
limite égale & +o0.

Soit (un)nen une suite vérifiant ug € I et, pour tout entier naturel n, la relation
Un+1 = f(un)

Si f est contractante sur I et que c est un point fixe de f, alors la suite (un)nen
est convergente et de limite c.

Exemple 73 : [Deschamps (1), p.569]

2
La suite définie par uo € [0;1] et pour tout n € N, unt1 = 1 — % converge de
limite 2(v/2 — 1).

Remarque 74 : [Deschamps (1), p.569]

Lorsque f : [a;b] — [a;b] est une fonction k-lipschitzienne et ¢ € [a;b] un point
fixe de f, nous venons de voir que toute suite récurrente (un)nen une suite vérifiant
up € I et, pour tout entier naturel n, la relation un+1 = f(u,) converge vers c.
La démonstration du théoréme 72 nous donne une estimation de I’erreur, a savoir
|un —c| < k™ uo —c| < k™(b—a). On peut alors en déduire un programme donnant
une valeur approchée de ¢ & e-preés.

IV.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Si f et continue sur [a;b] et que f(a)f(b) < 0, alors il existe ¢ € [a;b] tel que

fle)=0.

Corollaire 76 : [Deschamps (1), p.512]
Si f est continue sur I et ne s’annule pas, alors f a un signe (strict) constant.

Corollaire 77 : [Deschamps (1), p.513]
Soient ¢,d € I.
Si f est continue sur I, alors toutes les valeurs entre f(c) et f(d) dont atteintes

par f.

L’image d’un intervalle par une fonction réelle continue est un intervalle.

IV.3 Meéthode de Newton

On considére [a;b] un intervalle de R et f : [a;b] — R de classe C? tel que f' > 0 sur
[a; b] et f(a) et f(b) soient de signe opposé.

Pour trouver le point ¢ € [a; b] tel que f(z) = 0, on va 'approcher a partir d’un point

Zo € [a;b] par la tangente de f en xo et Paxe des abscisses et réitérer le processus. Cela
f(xn)
f(@n)”

revient & définir une suite (zn)nen telle que zpy1 =z, —

~ Développement 3 : [cf. ROUVIERE]

Soit f : [¢;d] —> R une fonction de classe C2.
On suppose que f(c) < 0 < f(d) et f' > 0 sur [c;d] et on considére la suite

(zn)nen définie par zo € [¢;d] et Tpy1 = F(xy,) o F(z) =x — ;,((?).

* f posséde un unique zéro noté a et pour tout z € [¢; d], il existe z € [a; ]
tel que F(z) —a = %J;l,/((;; (z —a)?.

* 11 existe C' > 0 tel que pour tout z € [c;d], |F(z) —a| < Clz — al?® et il
existe a > 0 tel que I = [a — a;a + o] soit stable par F' et que pour tout
xo € I, la suite (zn)nen a une convergence d’ordre 2 vers a dans I.

* Si on suppose de plus que f” > 0 sur [c;d], alors lintervalle I = [a;d]
est stable par F' et pour tout zo € I, la suite (zn)nen est strictement
décroissante (ou constante) avec :

N

2

1"
OﬁxnflfaSC’(mnfa)Qet:vnﬂfa ~ G

1
oo 5 f’(a) (l’n — (1)

Remarque 80 :
Le premier résultat est un résultat local, tandis que dans le second résultat, on
suppose f convexe pour avoir la convergence d’ordre 2.
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IV.4 Approximation décimale d’un réel V Annexe
P iti 81 : |D h 1 .793 . L
S(;?ESOZ‘IRIOH [Deschamps (1), p-793] V.1 Illustration de la méthode de Newton
Les suites de termes général r, = LlfO’,L,f“ L et Sn = 1o + 107" sont adjacentes et !
convergent vers x.
D est dense dans R.
En particulier, Q est dense dans R. )

[ S
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Remarques sur le plan

— Il faut savoir maitriser les notions et propriétés des limites supérieures et inférieures
ainsi que les suites définies par une relation du type "un+1 = f(un)".

— On peut également s’intéresser aux vitesses de convergence, a 'accélération des
vitesses de convergence ou encore a l'intégration numérique.

Liste des développements possibles
— Formule de Stirling.
— Formule d’Euler-Maclaurin.
— Méthode de Newton.
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