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32 D(N) est dense dans LF((2)

Ref : Brézis en anglais p.1009.

THEOREME 32.1 Soit Q un ouvert de RV, lespace D(QY) des fonctions C* a support compact
inclus dans €.

PREUVE. idée : On va procéder par convolution par une approximation de l'unité sur R”,
puis traiter le cas d’un ouvert quelconque €2 par troncature. On admet le fait que C{ est dense
dans LP (provient de la régularité de la mesure de Lebesgue). On se donne une approximation
de I'unité p,, vérifiant :

— 1
pu € CEERY). supp(p) CBO). [ =1 5,20
LEMME 32.2 Soit f € CO(RN), alors p, * f — f uniformément sur tout compact.
n—oo

PREUVE. Soit K un compact et € > 0. Par le théoréme de Heine, f étant continue sur le
e-voisinage compact de K, il existe § > 0 tel que

|lflx —y)— f(z)]| <e Vze K,Vye B(0,6)

Ecrivons alors, pour z € RV,

(pn* f)(z) — f(x) = /(f(ﬂs —y) — f(x))pn(y)dy = / | (fl@—y) = f(@)pnly)dy
B(0,1)
Pour n > % et x € K, on trouve :

(pon * () — f(x)] < e/pn —

Traitons le cas @ = RN :

Soit € > 0, on utilise la densité de CO dans L” : soit f; € CO(RY) tel que || f — fi]1 <e.

D’aprés le lemme, p, * f1 ﬁ f1 uniformément sur les compacts. Comme p,, et f1 sont &
n—-+0o0

supports compacts, cette convergence est globale :

supp(pn * 1) © B0, ) + supp(fr) € B0, 1) + supp i

Cette derniére partie est compacte, donc on a convergence uniforme sur ce compacte, donc
convergence LP :

lpn * f1 = filly —=0

Reste a faire un coup d’inégalité triangulaire :

lon* = Fllp < llon* (F = f)llp + [lon * fr = fill +1f2 = £

Par I'inégalité de young, [|on = (f — fi)llp < IIf — fillp-
En passant & la limité supérieure, on trouve :

limsup |[pn * f — fllp <2, Ve>0
n—oo
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D’ou :
pn % [ —— [ dans I
n—oo
Cas d’un ouvert ) quelconque :
La difficulté supplémentaire est que p, * f n’est pas a support dans 2 mais dans Q+ B(0, %)
On va d’abord réduire un peu le support de f puis convoler par p, de telle sorte qu’on reste a
support dans Q.

Prenons f € LP(Q2) qu’on étend sur RY en posant f = 0 hors de €. Prenons un exhaustion
de Q par des compacts :

2
K, ={z e RY|d(z,RN\ Q) > =}
n

Comme  est ouvert, pour tout = € €, d(z, RV \ Q) < 0.
On pose alors f,, = 1k, f si bien que :

— 1
supp(pn * fn) C B(0, g) + K, CQ
Donc py, * fr, € D(£2) et on a :

[pn * fn — f”LP(Q) = |lpn * fn — fHLP(RN)
< lpn* fn — anLP(RN) + | fn = f”LP(]RN)

Par convergence dominée, f, — f dans LP(R"), et par le lemme, p, * f — f dans
n—-+00 n—+00

LP(RN). Dot f,, — f dans LP(Q). O
n—-—+0o0



