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Formule de Stirling

2 . 2 . 7. n\n
Dans ce développement un peu technique, nous démontrons la formule de Stirling n! ~ \/2nn (;)
a laide du théoreme central limite et de la fonction T d’Euler.

>1, Y\/‘E" est a densité et,
fY_\—fn(X) =\/nfy(n+x\/n)pp.enx R

Démonstration. Vx € R,

F (x)—IP(Y_n<x)
e e

n
=P(Y <x\/n+n)
:Fy(x\/ﬁ"‘ n)

Or, la fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle a densité est dérivable presque partout,
et sa dérivée est presque partout égale a sa densité. Donc :

fra(x) = Vnfy(xy/n+n)pp.enx eR

]
Remarque 2. 11 ne s’agit ni plus ni moins qu’'une version affaiblie du théoreme de changement
de variable.
. : P [G-K]
Lemme 3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~I'(a,y) et T80

Y ~T(b,y).AlorsZ=X+Y ~T(a+b,y).
Démonstration. Soit f , : x — %x“'le'”ﬂw (x) ladensité delaloiI'(a,y). Vx=0,ona:

f= [ xfa,y(r)fby(x - 1)de

-1 -yt Y b-1_—y(x—t)
f @' ¢ T e A

a+he YX o,y b
| " Yx-n)dr
“T@rmy b Y
e Y [ Loamigr o be
= —X u 1-u dt
I'(a)T'(b) 0 ( )

= a,bfa+b,y (x)
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2 Formule de Stirling

ouK,, = rr(%lf(b;) S u® ! (1- 1)’ du. Notons par ailleurs que f; est nulle sur R~ et coincide donc

avec K pfo4p,y SUrR™.

Pour conclure, on utilise la condition de normalisation :

1= fR f)dx=K,, fR fuepy(X)dx =K,

On obtient ainsi f; = f,.4,,, ce que 'on voulait. [

Théoréme 4 (Formule de Stirling).

e

nl ~ M(—)

Démonstration. Soit (X,,) une suite de variable aléatoires indépendantes de méme loi £(1). On
pose S, = ¥}'_, X. Montrons par récurrence que S,, ~I'(n +1,1).

— Pour n =0 :cestclaircar &(1) =T'(1,1).

— On suppose le résultat vrai a un rang n = 0. Pour montrer qu’il reste vrai au rang n + 1, il
suffit d'appliquer le Lemme(3|a S,, ~I'(n,1) et X,,,; ~'(1,1) (qui sont bien indépendantes).

Par le Lemme(I]appliqué a S, pp. en x € R,

=g, (x)

fsnT-n(x) =/nfs (n+xy/n)

_ ﬁ n X " —(n+x\/ﬁ)
_mn 1+ﬁ e 1][_\/5,+00[(x)

= a,hy,(x)

avec:

1
_n"2e "2

— @ = oD (ce qui nous intéresse).
— h,:x— ey 1+ = n1] (x) (ce qui nous intéresse moins)
A WO B d '

S,—n

N

Montrons maintenant que converge en loi vers .A4(0,1). D’apres le théoreme central limite,

S, —E(S,) (@

== (0,
v/ Var(S,,) 1)

N

ou:
— E(S,)=(n+1DEX,)=n+1.
— Var(S,)) = (n+1)Var(X,) = n + 1 par indépendance.
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On applique maintenant le théoreme de Slutsky :

S,—n_vn+1|S§,—(n+1) 1 (d)

L = + — A4(0,1)
\/ﬁ \/ﬁ vn+1l vn+1
—_— Y Y——
—1 9 ¥ —0
Tout cela pour dire que,
x2
-7

1 S,—n 1e
Lgn(x)dx:P( \/ﬁ e[orl])_'f(; \/de

De plus:

— Vn €N, h, est mesurable.

o)
— Vx eR, hn(X) = T
e 2

limité, on alim,_,¢(x) = 3. Donc Vx €R, h,(x) — NS

11,400 (ﬁ) ou Vx > -1, ¢(x) = w Par développement

2

— iné R
— Comme Vx > —1, ¢(x) =0, alors h,, est dominée par x N

Donc par le théoréeme de convergence dominée,

_22
2

1 le
h,(x)dx —»[ dx
fO 0 /27

Pour conclure, on écrit :

l ' lim —+00 ! x)dx
f gn(x)dx: dnf hn(x)dx = lim a, = — n—+ ./‘()1 gn( )
0 0 n—+00 l1m,,ﬁ+ooj0 h,(x)dx

et comme I'(n + 1) = n!, par définition de a,, :

n”+%e‘”\/2n
1= lim a,= lim ———

n—+oo n—+oo n!
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