1 Théoreme de Fejér

Théoreme de Fejér

Dans ce développement, on montre le théoreme de Fejér, qui assure la convergence de la série de
Fourier d’'une fonction au sens de Cesaro.

Lemme 1. Soit f : R — C une fonction continue et T-périodique. Alors f est uniformément
continue sur R.

Démonstration. Le théoréme de Heine implique la continuité uniforme de f sur [-T,27T], ce qui
s’écrit :
Ve >0,dn>0telque Vx,y € [-T,2T], |x—y|<n = |f(x)-f(¥)| <€ (%)

Soite > 0 et soitlen > 0 correspondant donné par (), que l'on peut supposer strictement inférieur
aT.Soient x,y € Rtels que |x — y| <. Il existe k € Z tel que x' = x + kT € [0, T]. Alors,

y'=y+kTe[x' —nx" +n]<[-T,2T]
Comme |x' —y'| <n, on en déduit

f)=fWI=1fD) - fOI <e

ce qu’il fallait démontrer. ]
, [GOU21]
Notation 2. On note Vn € Z, e, : x — e'™ et, pour toute fonction f continue et 27-

périodique, ¢, (f) son n-ieme coefficient de Fourier.

Théoreme 3 (Fejér). Soit f : R — C une fonction continue et 27-périodique. On note pour
tout n €N, S, le n-iéme terme de sa série de Fourier et

Zsk

n+1

la suite des moyennes de Cesaro correspondante. Alors (C,,) converge uniformément vers f
sur R.

Démonstration. On commence par noter, pourtout n €N, D, =Y/ __ e, etF, = n+1 Y i—oDr les
noyaux de Dirichlet et de Fejér. Comme, pour tout k € Z*, [”_e,(t)dt =0, on a pour tout n € N,

1 b4 1 b 4
—f Dn(t)dt:—f eo()dr =1
27[ -7t 27T —IT

et donc,

-7

1 (= 1
= Fn(t)dt:F(koz [ D(t)dr)—l (+)
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Calculons le noyau de Dirichlet. Soit x e R~27Z. On a pour tout N € N,

. 2N .
DN(X) — e—le Z emx
n=0
e(2N+1)ix -1

— e—iNx
elx—1
p2N+1)i3 (6(2N+1)i§ _ e—(2N+1)i’2—‘)
— e—iNx
e'z (e'2 —e7'2)
~ 2isin((N +1)x)
B 2isin(%)
~ sin((N +3)x)
T sny)
D’oty, pour tout N € N* :
N-1
NFy_; = Z D,
n=0
N sin((n+3)x)

1 Im ]\ilei(;wé)x)
e P2
1 ix eiNx_l
= Im|e?z —
sin(g) e”‘—l)
iNx
ix TZ i M
__ 1x - e?e i isin(%*)
sin(%) e22isin(%)
. M )
_ sin ( ZZ)Im(eWTx)
sin (%)
(%)
sin(%)2

Maintenant, on remarque que pour tout n € N et pour tout x € R,

n

(%)

S, (x) = %ICZ (f_’;f(t)e—fktdt) otk = %fj;f(t)Dn(x— fdt=f D,

=0

donc C, = 5 /7 f(t)F,(x —t)dr = f * F, = F, = f par commutativité du produit de convolution.

Soit € > 0. Le Lemme(I|assure 'existence de 1) €]0, 7| tel que

Vr,yeR |x—y|<n = [f(x)-f(¥)<e

De plus, |f| est continue sur tous les compacts de la forme [2k7n,2(k + 1)7], on peut donc la
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3 Théoreme de Fejér

majorer par un réel M > 0. Alors, pour tout x € R,

-Gl = |- [ fla= DR, de- 1) o [ Fuode

=1 par (x)

1 b4
SF - MOCEDENEVAGEE
TJ-n
< lf OME, (1)dt + — f"eF (1) dt
T 2n n<|t|<w " 27 -n "
2M
< —f F,(t)dt +e
27 Jy<|t|=n
Or, (**) montre que

1

(n+1)sin(2)

VneN,Vxe[-m,m]telque|x|>n, onalF,(x)| <

donc (F,) converge uniformément vers 0 sur [—7, 7] ~[—7,7]. Il existe ainsi N € N tel que

Vn=N, F,(t)dt<e

n<|t|sn

de sorte que
M
Vn=N,VxeR, |f(x)-C,(x) < (— + 1)e
/2

D’ou le résultat. O
Remarque 4. Je préfere la preuve de [GOU21], qui est plus “clés en main”. Il est possible de

passer les calculs des noyaux de Dirichlet et de Fejér dans un premier temps, puis de les
montrer a la fin selon le temps restant.
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