1 Dual de L,

Dual de Lp

Avec les propriétés hilbertiennes de L, couplées a certaines propriétés des espaces L,,, on montre que
le dual d'un espace L, est L, pour % + é =1, dans le cas ot p €]1,2[ et oit l'espace est de mesure

finie.

Soit (X, </, 1) un espace mesuré de mesure finie.

I Notation 1. On note Vp €]1, 2|, L,= Lp(X,.szf,u).

Lemme 2. Soient p €]1,2[ et f € L,. Alors f € L, telle que | |, < M| f|, ou M = 0.

Démonstration. Comme p €]1,2[,on a % > 1. Soit r tel que £ + 1 = 1. On applique I'inégalité de
Holder a g = |f|P 1y de sorte que

1
fXIfI”dM = 1f1PUlly < |||f|”||§ Ixll, < X IFIS
d’ot1 le résultat. O]

Lemme 3. Soit p €]1,2[. Alors L, est dense dans L, pour lanorme .| ,.

Démonstration. Soit f € L,,. On considere la suite de fonction (f;,) définie par

Vne PQ,‘fh = j?ﬂ|f|5,l

Clairement, (f;,) est une suite de L,. On va chercher a appliquer le théoréme de convergence
dominée a la suite de fonctions (g, ) définie pour tout n e Nparg, = |f,, — I :

— VneN, g, est mesurable.
— (g,) converge presque partout vers la fonction nulle.

— Par convexité de la fonction x — x”, on a

fo-rlp =22 [l L <o iy <2vipp e,

On peut donc conclure
I1f =£llp = [ 1 = ful? du—0

ce qu’il fallait démontrer. O

Théoréme 4. Lapplication

L, —»(Lp)’ 2101
P g —(pg:f— [ fBdu) P q
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2 Dual de L,

I est une isométrie linéaire surjective. C'est donc un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Soient g € L, et f € L,,. Linégalité de Holder donne

o (D= lgligIf1l,
donc ¢, € (L,,) et llg,ll < [Ig ;- De plus, si g = 0, alors [l |l = g |, = 0. On peut donc supposer
g +0.

Soit u une fonction mesurable de module 1, telle que g = u|g|. On pose h = u|g|?"!. Comme
q=p(g—-1),ona

[ n1du= [ g1 du= [ [g17du < +oo

X X X

douhel,et ||h||p ||g||q lpg(h)]. Comme, l(ﬁ‘;(” ) < llg,lll, on a en particulier,

1
f 1817 dp < ligg i (f Igl‘idp)"
X Ux® 7))

—_—
=|¢pg(h)| =|all,
et ainsi,
;
oglt= ([ 1g17an] " = ([ lg17du)” = gl
X x
donc llggll = [ gll, et ¢ est une isométrie.

Montrons qu’elle est surj~ective. Soit £ € (Lp)’. D’apres le Lemme onal, < L,, donc on peut
considérer la restriction £ = ¢, .

V€L, [COI<IONIfl, <MICNIfIl, = Ce(Ly)

Comme L, est un espace de Hilbert, on peut appliquer le théoréme de représentation de Riesz a
¢.1l existe g € L, telle que

Vfel, O(f)= fX fgdu

Pour conclure, il reste a montrer que g € L, et que I'égalité précédente est vérifiée sur L,,. Comme
précédemment, on considere u de module 1 telle que g = u|g| et on pose f,, = ﬁlglq_1ﬂ|g|5n €
L,<L,.Ona

fx 181 en dit = 1ECED < LTI, = 1] ( fX 1817 g e du);

D’ou )

U 81’ “lgl<nd“) (f 81 ﬂ|g|<ndu) e

D’apres le théoreme de convergence monotone, on a

1

nlirpw(f g1 ﬂ|g|<ndu) (f Igl"du)_<|||€|||
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3 Dual de L,

Et en particulier, g € L, de norme inférieure ou égale a || #||. Ainsi,ona Vf € L,, (f) = Vg (f).Les
applications ¢ et ¢, sont continues sur L, et L, est dense dans L, (par le Lemme , doncona
bien £ = ¢, = ¢(g). O

Remarque 5. Plus généralement, sil'on identifie g et ¢, :
— L, estle dual topologique de L, pour p €]1, +ool.

— L, estle dual topologique de L, si u est o-finie.
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