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Décomposition polaire

On montre que toute matrice M € GL,,(R) peut s’écrire de maniere unique M = OS avecO € 0, (R)
etS € #,; 7 (R), et que lapplication (O,S) — M est un homéomorphisme.

Lemme 1. Soit S € #,(R). Alors S € .%, " (R) si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

Démonstration. Par le théoréme spectral, on peut écrire S = PDiag(A,, ..., A, )P avec P € G, (R).
Si on suppose 4,,...,A, >0,ona Vx #0,

‘xSx ='(Px)Diag(Ay, ..., 4,,)(Px) > 0 car Diag(A,, ..., A,) € % * (R)

d’ou1 le résultat.

Réciproquement, on suppose Vx # 0, ‘xSx > 0. Avec x = ‘Pe, (ol ¢; désigne le vecteur dont la
premiere coordonnée vaut 1 et les autres sont nulles),

'xSx ='(Px)Diag(A,,...,A,)(Px) ="e;De, = A, >0
Et on peut faire de méme pour montrer que Vi € [1,n], A; > 0. [

Lemme 2. %, (R) est un fermé de .#,,(R) et GL,,(R) N £ (R) < % " (R).
Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de constater que

IR ={Med,R)|'M=M}n|(){MeM,R)|'xMx =0}
xeR™
qui est une intersection de fermés (par image réciproque). Maintenant, si M € GL,,(R) N %, (R),
alors M est diagonalisable avec des valeurs propres positives ou nulles (par le théoréeme spectral).

Mais comme det(M ) + 0, toutes les valeurs propres de M sont strictement positives. Donc par le
Lemmel[l} M € &;*(R). O

C-G
Théoréme 3 (Décomposition polaire). Lapplication [ﬁ%}
. 0,R)x F#(R) — GL,(R)
0,5) —~ 0S8

est un homéomorphisme.

Démonstration. Montrer qu'une application est un homéomorphisme se fait en 4 étapes : on
montre qu’elle est continue, injective, surjective, et que la réciproque est elle aussi continue.

— Lapplication est bien définie et continue :SiO € @,(R) et S € &, " (R), alors OS € GL,,(R).
De plus, u est continue en tant que restriction de la multiplication matricielle.
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— Lapplication est surjective : Soit M € GL,,(R). Si x # 0, on a

'x("MM)x ="(Mx)(Mx) = |Mx|5>0

En particulier, ' MM € %, *(R). Par le théoréme spectral, il existe P € G, (R) et A4, ...,A,, >0
tels que ‘MM = PDiag(A4,...,A,,)P~. On pose alors

D= Diag(\/ﬂt_l,...,\/fn) etS=PDP!

de sorte que S* = ' M M. Mais de plus,
S='p7l'D'P=S = Se.¥,(R)

et par le Lemme
Vie[l,n],\/A; >0 = Se % " (R)

On pose donc O = MS™! (ie. M = 0S), eton a
'00 =" (MSV)MS =SV MMS 1 =571§2S =1, = 0€0,(R)

Donc u(0,S) = M et u est surjective.

— Lapplication est injective : Soit M = OS € GL,,(R) (avec O et S comme précédemment).
Soit M = O'S' une autre décomposition polaire de M. Alors il vient,

SZ — IMM — t(Olsl)OISl — tsltololsl — SIZ

Soit Q un polynoéme tel que Vi € [1,n], Q(A;) = /A; (les polynémes d’interpolation de
Lagrange conviennent parfaitement). Alors,

S=PD'P =PQ(D?)'P = Q(PD*'P) = Q(*MM) = Q(S?) = Q(5?)

Mais S’ commute avec S'?, donc avec S = Q(S’Z). En particulier, S et S’ sont codiagonali-
sables, il existe Py € GL,(R) et fy, ..., by, 1, -, iy, € R tels que

S = PyDiag(yy,..., 1, )P; ' et S’ = PyDiag(u;, ..., 1y ) Py
dou:

§*=8"” = P, Diag(y?,...,u5)Py " = PyDiag(ug, ..., w2 )Pyt
= pi=u?  vieLn]
= ;= Vie[l,n] carVie[l,n], u; >0

= S$=9

Ainsi, 0 = MS™!' = MS'"! = O’. Donc p est injective.

— Lapplication inverse est continue : Soit (M,,) € GL,(R)N qui converge vers M € GL,(R). 11

s'agit de montrer que la suite (/,t_l (Mp)) =(0,,S,) converge vers p (M) =(0,S). Comme
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0,(R) est compact, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite extraite

(Oy(p)) converge vers une valeur d'adhérence 0 € @, (R). Ainsi, la suite (S
= —=-1

$=0 M.

o(p)) CONVErge vers

Mais, S=0 'M € GL,(R) n & *(R). Donc par le Lemme
SeGL,(R) N & (R)

et par le Lemme[2}
Se S (R)

OnaM =O0S, dol, par unicité de la décomposition polaire, 0O=0etS=8.

Remarque 4. La preuve vaut encore dans le cas complexe (pour le groupe unitaire et les
matrices hermitiennes).
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