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Décomposition de Dunford

On démontre l'existence et l'unicité de la décomposition de Dunford pour tout endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K. [GoUz]

[p-203]
Théoreme 1 (Décomposition de Dunford). Soit f € E un endomorphisme tel que son

polyndme minimal 77, soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple d'endomorphismes
(d,n) tel que:

— [=d+n.

— d est diagonalisable et n est nilpotent.

— don=nod.

Démonstration. On écritm, = (—1)"];_, (X —A;)% et pour tout i, on note N; = Ker((f —A;idg)*)
le i-iéme sous-espace caractéristique de f.
Construction : Comme E = N; & -+ & N, il suffit de définir d et n sur chaque N;. On les définit
pour tout i et pour tout x € N; comme tels :

— d(x) = A«ix — lel = A’i lle

— nx)=fx)-Aix=f(x)-d(x) = n=f-d.

Vérification :
— Lesrestrictions de d et n a N; sont bien des endomorphismes car les espaces N; sont stables
par f et par d (cf. définition de d), donc aussi par n = f —d.

— d est diagonalisable et pour tout i, nﬁ\; =0 (car Vx € N;, (f — A;)% (x) = 0 par définition de
N;). On pose donc a@ = max;{a;} eton a nl‘}‘vi = 0 pour tout i, donc n* = 0 par somme directe.
Ainsi, n est nilpotent.

— Pour tout i, on a dy, = A;idg, donc n|y, © djy, = diy, ° nyy, i.e. d et n commutent sur chaque

N; donc sur E tout entier.

Unicité : Soit (d', n') un autre couple d'endomorphismes de E vérifiant les hypotheses. On re-
marque d’abord que d’ et f commutent (car d' commute avec d’ et n’, donc avec f = d’ + n’ aussi).
Pour tout i, N; est stable par d' (car Vx € N;, (f — A;idg)% (d'(x)) = d' o (f — A;idg)% (x) = 0).
Comme djy, = A;idy,, on en déduit que d o d’ = d’ o d sur N;. Donc c’est également vrai sur E tout
entier. Ainsi, d et d' sont diagonalisables dans une méme base, donc d — d’ est diagonalisable.

D’autre part, comme n = f —d, n' = f — d' et que d et d’ commutent, n et n’ commutent. Si on
choisit p et g tels que n” = n' =0, alors::

p+q

(l’l _ n/)p+q — Z (]9 + q)ni(_l)p+q—in/p+q—i =0

i=0 \ !
(dans chaque terme de la somme, soit i = p, soit p + g — i = q). Donc n — n' = d’ — d est nilpotent.
Or nous avions montré que d’ — d est diagonalisable, donc d’ — d = 0. Finalement, ona d = d' et

!

n=n. ]
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2 Décomposition de Dunford

I Remarque 2. On peut démontrer que les endomorphismes d et n sont des polyndmes en f.
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