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266 Utilisation de la notion d’'indépendance en pro-

babilités.

Soit (2, </, P) un espace probabilisé.

I - Indépendance en probabilités

1. Indépendance d’événements

Définition 1. On dit que deux événements A et B sont indépendants (sous P) si

P(A N B) =P(A)P(B)

Définition 2. On dit que les événements d'une famille (A;);.; sont mutuellement indépen-
dants si

¥J <1, fini, P LHAJ-) =[1P4))

je] jeJ

Proposition 3. Soient A, B deux événements. Alors,

A et Bsont indépendants <= P(A~B)=P(A) < P(B~A)=P(B)

Proposition 4. Soient 4, ...,A,, des événements mutuellement indépendants. Alors, pour
tout k € [1,n], A},...,A;, Agy1, ..., A, sont mutuellement indépendants.

Exemple 5. On considére deux génes a et b tels que la redondance de I'un d’entre eux en-
traine I'acquisition d'un caractere d'un caractere €. Anselme et Colette possedent chacun la
combinaison ab et attendant un enfant : elles lui transmettront chacun et indépendamment
soit le géne a, soit le géne b avec la méme probabilité de % On considere les événements :

— A: Colette transmet le géne a.
— B: Anselme transmet le géne b.
— C:l'enfant présent le caractere €.

A, B et C sont indépendants deux a deux, mais non mutuellement indépendants.
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2 266 : Utilisation de la notion d'indépendance en probabilités.

Application 6 (Indicatrice d'Euler). On note ¢ I'indicatrice d’Euler. Alors,

vn=2¢n)=n J] (l—l)

p premier p
pin
2. Indépendance de tribus
. . . z . [G-K]
Définition 7. On dit que deux sous-tribus <, et o/, de «f sont indépendantes (sous P) si
VA€ o, VB e of,, P(AN B) =P(A)P(B)
Définition 8. On dit qu'une famille de sous-tribus (<;);.; de </ sont indépendantes (sous
P) si
jer jeJ jei
Remarque9. — Pourtout A,B € o/, A estindépendante de B si et seulement si o(A) est
indépendante de o (B).
— Sideux tribus «f et 2 sont indépendantes, toute sous tribu de </ est indépendante de
toute sous tribu de 2.
3. Indépendance de variables aléatoires
a. Variables aléatoires indépendantes

Définition 10. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (2, .</,P). On note
o(X)={X""(A)|Aec BR)}

Cette famille est la tribu engendrée par X.

qu’elles engendrent sont indépendantes.

Exemple 12. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, on a

‘ Définition 11. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si les tribus
‘ VA,Be B(R),P({X €Al n{Y eB})=P(X € A)P(Y €B)
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Proposition 13. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors f(X) et g(Y)
sont indépendantes pour toutes fonctions mesurables f et g.

Proposition 14. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants. On suppose que X
admet une densité f et Y admet une densité g. Alors, (X,Y) admet comme densité (x,y) —

flx)g(y).

Proposition 15. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants intégrables. Alors,

E(XY) = E(X)E(Y)

. Variables aléatoires non corrélées

Définition 16. On dit que deux variables aléatoires X et Y sont non corrélées si

Covar(X,Y) = E(X —E(X))E(Y —E(Y)) =0

Proposition 17. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes intégrables. Alors X
et Y ne sont pas corrélées.

Contre-exemple 18. La réciproque est fausse. Ainsi, soient X et Y deux variables aléatoires
vérifiant

PUX=1n{y=1})=P({X=1}n{Y =-1})
=P{X=-1}n{Y =0})
1
3

alors, X et Y sont non corrélées mais pas indépendantes.

II - Etude de variables aléatoires indépendantes

1. Criteres d’'indépendance

Théoreme 19. Soient X et Y deux variables aléatoires. Alors, X et Y sont indépendantes si et
seulement si Py vy = Px @ Py.

I Corollaire 20. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors, Py, y = Py * Py.
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Proposition 21. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, <, [P). On suppose
que (X,Y) admet une densité h : (x,y) — f(x)g(y) a variables séparées. Alors, X et Y sont
indépendantes. De plus, X et Y admettent respectivement pour densité

f(x) 8B
Jrf(r)dt ety Jrg(t)dr

par rapport a la mesure de Lebesgue.

X

2. Sommes de variables aléatoires indépendantes

Théoréme 22. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de densités
respectives f et g. Alors, X +Y admet comme densité la fonction fx g : x — [ f(x—1)g(t)dt.

Application 23. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ I'(a,y)
etY ~T'(b,y).AlorsZ=X+Y ~T(a+b,y).

Application 24.
I'(a)I'(b)

I'(a+Db)

ou I" désigne la fonction I" d’Euler.

1
= [(6ta -0 a0
0

Définition 25. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction généra- b2

trice de X la fonction
[-1,1] — R

Gy:
X z — YO PX = k)z*

Proposition 26. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes.
Alors,
Gx.+y = GxGy

Théoréme 27. Sur [0, 1], la fonction Gy est infiniment dérivable et ses dérivées sont toutes
positives, avec
G () =E(X(X -1)...(X —n+1)s5")

En particulier,
Gy (0)

n!

P(X=n)=
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I ce qui montre que la fonction génératrice caractérise la loi.
I Exemple 28. Si X; ~ 22(1) et X, ~ 2?(u) sont indépendantes, alors X; + X, ~ 2(1 + ).
. L [GOU21]
Exemple 29. Si X; ~ B(n,p) et X, ~ B(m, p) sont indépendantes, alors X; + X, ~ B(n + p335
m,p).
d [G-K]
Définition 30. On appelle fonction caractéristique de X la fonction ¢y définie sur R” par [p- 239
¢y t — E(e X))
Théoreéme 31. Si deux variables (ou vecteurs) aléatoires ont la méme fonction caractéris-
tique, alors elles ont méme loi.
Proposition 32. Si deux variables aléatoires réelles sont indépendantes, alors ¢y, y = dxPy.
IIT - Indépendance et théoréemes limites
1. Lemmes de Borel-Cantelli
. . : 2 .
Théoréme 33 (1°* lemme de Borel-Cantelli). Soit (4,,) une suite d’événements. Si }_P(A,,)
converge, alors
P (lim supAn) =0
n—+oo
Remarque 34. Cela signifie que presque stirement, seul un nombre fini d’événements A,, se
réalisent.
I Corollaire 35. Si ) P(|X,, — X| > €) converge pour tout € > 0, alors X, Ps)
, . p 285,
Exemple 36. Si (X,,) esttelle que Vn = 1, P(X,, = n) =P(X,, = £n) = 55 etP(X,, = 0) =
1- #, alors la suite (S, ) définie pour tout n = 1 par S,, = ¥} _, X}, est constante a partir
d’'un certain rang.
. 3 . . 04 o A2
I Théoréme 37 (2° lemme de Borel-Cantelli). Soit (4,,) une suite d’événements indépendants.
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Si ) P(A,,) diverge, alors
P (lim supAn) =1

n—+oo

Remarque 38. Cela signifie que presque stirement, un nombre infini d’événements A,, se
réalisent.

Exemple 39. On fait une infinité de lancers d’'une piece de monnaie équilibrée. Alors, la -
probabilité de I'événement “on obtient une infinité de fois deux “Face” consécutifs” est 1.
Corollaire 40 (Loi du 0-1 de Borel). Soit (4,,) une suite d'événements indépendants, alors
P (limsupAn) =0oul
n—+oo
et elle vaut 1 si et seulement si }_[P(A,,) diverge.
2. Lois des grands nombres

PR 8 g . . . p .
Théoréme 41 (Loi faible des grands nombres). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
deux a deux indépendantes de méme loi et £,;. On pose M,, = w Alors,

(p)
M, — [E(Xl)

2 PN . . . 0 , 0 [Z'Q]
Théoréme 42 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires 537
mutuellement indépendantes de méme loi. On pose M,, = w Alors,

X et = M, " rer
Dans ce cas, on a ¢ = E(X,).
] P . . . [G-K]
Application 43 (Théoréme de Bernstein). Soit f : [0,1] — R continue. On note . 195

Z k
VneN*, B,(f): x— gO(Z)f(;)xk(l —x)"k

le n-ieme polyndme de Bernstein associé a f. Alors la suite de fonctions (B,,(f)) converge
uniformément vers f.
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Corollaire 44 (Théoreme de Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec
a, b € R tels que a < b) est limite uniforme de fonctions polynémiales sur [a, b].

3. Théoréme central limite

. . . P p . [2-Q]
Théoréme 45 (Lévy). Soient (X, ) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable P54
aléatoire réelle. Alors :
x, % x i
n — X < ¢x converge simplement vers ¢y
PR o . . s [G-K]
Théoréme 46 (Central limite). On suppose que (X,,) est une suite de variables aléatoires p_307
réelles indépendantes de méme loi admettant un moment d’'ordre 2. On note m 'espérance
et 02 la variance commune 2 ces variables. On pose S,, = X; + --- + X,, — nm. Alors,
S d
( : ) S H(0,0%)
Jn
Application 47 (Théoreme de Moivre-Laplace). On suppose que (X,,) est une suite de
variables aléatoires indépendantes de méme loi 98(p). Alors,
YiaXp—np
—=——— = #(0,p(1-p))
Vn
Ip. 556
Application 48 (Formule de Stirling). .
n\n
n!'~\2nn (—)
e
-390

Application 49 (Théoreme des événements rares de Poisson). Soit (IV,,),~; une suite d’en-
tiers tendant vers I'infini. On suppose que pour tout n, A, v, ..., A, y, sont des événements
indépendants avec P(A,, y, ) = p,, - On suppose également que :

(i) lim,_, S, =A>00uVneN,s, = lej;’l Pk

(ii) lim,,_ o SUPkeqi,N,] Pk = O-

Alors, la suite de variables aléatoires (S,,) définie par
n
VneN', S,=Y 1,
k=1

converge en loi vers la loi de Poisson de parameétre A.
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Annexes

Loi

Somme (indépendantes de méme loi)

de Bernoulli

o1 B(p) ~B(n,p)

Binomiale Yio B, p) ~ B(Xi_, e, p)
de Poisson YR 2N)~2 (X0 M)

FIGURE 1 — Sommes de variables aléatoires a lois discretes.
Loi Somme (indépendantes de méme loi)
Normale Yo N (e 07) ~ N (Zioy o Zizy OF)
Exponentielle Yia 6(1) ~&(nh)
Gamma YioaTawy) ~T(Xh, ary)

FIGURE 2 — Sommes de variables aléatoires a densité.
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