Lecon 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

1 Espace préhilbertien C;

Définition 1 (ELA 287). Une application f : R — C est périodique s’il
existe un nombre réel T' > 0 tel que f(x +T') = f(z) pour tout z € R.
On dit que f est de période T si T est le plus petit nombre vérifiant
cette relation.

Notation 2 (TL2 735). On note C%" ensemble des fonctions continues
par morceaux de R dans C 2wr—périodique et Cs,; le sous-espace formé
des fonctions continue.

Proposition 3. CL™ est un espace vectoriel, et Ca, un sous-espace
vectoriel.

Proposition 4 (ELA 288). Soit f € CF™. On a fa+27r ftde =

a
027r f(t)dt pour tout a € R.

Définition 5 (TL2 735). L’espace Co, muni du produit scalaire : <

frg>= 5 OQW f(t)g(t)dt est un espace préhilbertien complexe.

Définition 6 (ELA 289). On définit de méme ||f||2 = /< f, f > pour
tout f e CH™.

Notation 7 (ELA 292). Pour tout n € Z, on note e,, : t — ™

Proposition 8 (ELA 292). (e,)necz est orthonormée dans Ca;.

Définition 9 (ELA 293). On appelle polyndéme trigonométrique d’in-
dice N € N toute combinaison linéaire de vecteurs de la famille
(én)—N<n<n. On note Py leur ensemble. et P I'ensemble des polyndmes
trigonométriques d’indice quelconque.

Proposition 10. Py est un sous-espace vectoriel de Csy; engendré par
(en) —N<n<N-

2 Série de Fourier

2.1 Séries et coefficients de Fourier
Considérons f € CE™.
Notation 11 (TL2 735). Vn € N on définit e,, : t € R+ ™

Définition 12 (GOU 268). On appelle coefficients de Fourier de f les
nombres complexes définis par :

2
en(f) = % f®)e ™dt,vn e Z
0
1 27
an(f) = - ; f(t) cos(nt)dt,¥n € N
27
bn(f) = % ; f(t) sin(nt)dt,¥Yn € N*

Proposition 13 (GOU 269). Vn € N, a,(f) = cn(f) + c—n(f)
Vn € N*, by (f) = i(en(f) — c=n(f))



Proposition 14 (ELA 303). Si f est paire (resp. impaire), les coeffi-
cients b, (f) (resp. a,(f)) sont nuls. + formule autre coef!

Exemple 15 (GOU 272). Soit f : R — R la fonction 2r—périodique
égale a 1 — fr—; sur [—m, 7] (cf annexe). f est paire donc b,(f) = 0 pour
tout n € N*. De plus, ag(f) = % et pour tout n < 1, on trouve par IPP
que an(f) = (_1)n+1 n247r2~

Définition 16 (GOU 269, TL2 736). On appelle série de Fourier asso-
ciée a f la série trigonométrique

S eatn)ens = U4 S (0, (1) costnw) + () sinna)
nez neN*

La N—iéme somme partielle de la série de Fourier de f est S,(f) :=
Ya oy ea(en = 250 + 3300 (an(f) cos(ne) + bu(f) sin(na))
Exemple 17 (GOU 273). Reprenons I'exemple précédent. La N—iéme

N
somme partielle de la série de Fourier de f est 2 — % 3 (—1)

n cos(nzx)
n?
n=1
Proposition 18 (ELA 302). Si f est continue et C! par morceaux sur
[0,27], alors f’ est continue par morceaux et 2m—périodique et on a

en(f') = incn(f)
Théoréme 19 (ELA 303). Si une série trigonométrique co +

oo
> (¢c—ne—n + cpey,) est uniformément convergente sur R et de somme
n=1

f, alors ¢, (f) = ¢, pour tout n € Z.

2.2 Convolution

On considére dans cette sous-parite f,g € C5™".
Définition 20 (ELA 308). On définit le produit de convolution de f et
g sur [0,2n] par fxg(t) = 5= 027T f(t —z)g(x)dz pour tout ¢t € R.
Proposition 21 (ELA 309). On a

1. f * g continue par morceaux 27 —périodique

2. Vn € Z, c,(f*xg) =cu(f)en(g)
3VEER, fxgt) = 3 en(fen(g)e™

n=—oo

2.3 Inégalité de Bessel
On considére de nouveau f € C4"

Proposition 22 (ELA 304). Soit N € N. La N—iéme somme partielle
de Fourier Sy est I'unique polynoéme trigonométrique de P de Py tel
que la fonction f — P soit orthogonal & Py.

N
Théoréme 23 (ELA 305). On a VN € N, Y J|e.(f)? <
n=—N
2
s o IF@®)Pdt=IfII3
Proposition 24 (ELA 306). On a,

—+o00
L lasérie > e (N)I? <|IfI3

n=-—oo

2. de méme |az|2 + 250 an(F) + 10u(H)1F) < [I£13

Corollaire 25 (ELA 306). Les coefficients de Fourier a,(f), bn(f),
en(f) et c—n(f) tendent vers 0 lorque n tend vers infini.

Corollaire 26. Soit k € N* et f de classe C*~1 et C*¥ par morceaux sur
R. Alors ¢, (f) = on_wo(ﬁ) ainsi que a,(f) = on_,oo(n%) et bu(f) =

On—)oo(nik)

2.4 Egalité de Parseval

Théoréme 27 (Egalité de Parseval). [ELA 310] Soit f : R —
C une fonction 2m—périodique et continue par morceaux. Alors

les séries > |en(H)I% X0 lan(H)?, D2 [bn(f)|? convergent et on
nezZ nezZ nezZ

a > lealP)P

n=—oo

27
o Jo ()7t

Corollaire 28 (TL2 748). Si f, g sont 2w —périodique et continue tels
que ¢, (f) = cu(g) pour tout n € N, alors f = g.

a 2 = ISl
lao(HI® | 2 2 (AP + 3 2 (AP =



Application 29 (TL2 748). Si f est une fonction 27 —périodique conti-
nue telle que les coefficients b, (f) sont tous nuls, alors f est une fonction
paire.

Exemple 30 (GOU 273). Reprenons I’exemple On a d’une part :

Ik 1 _ 8
TIf@)Pdt =L [(1 - = .
; lao(H)? 2 1 X
Etdautrepart - +3 Z \ W(HP+3 2 (NP = 5+3 Z T
=1
+oon 4
Ce calcul nous donne le jolie résultat : > X = 7.
n=1

3 Résultats de convergence
3.1 Approximation ponctuelle

N
Définition 31 (ELA 311). Soit N € N. La fonction Dy := > ey est
k=—N
appelée le noyau de Dirichlet d’ordre V.

Proposition 32 (ELA 311). 1. Dy est une fonction paire 2m— pé-

riodique et 5= [7 D, (t)dt = 1
2. Dy est le prolongement par continuité a R de la fonction t € R\
97 s sin(N+3)t
sin(%)
3. Pour f € CY" ona Sy(f)=f*Dxy

Théoréme 33 (Dirichlet). [GOU 272, ELA 322] Si f est 2r—périodique
et C! par morceaux, alors pour tout z € R, la série de Fourier de f

covnerge en ce point  vers %

Théoréme 34 (ELA 316). Si f est 2r—périodique, continue sur R et
C! par morceaux sur [0,27], alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f sur R.

Exemple 35 (GOU 273). Reprenons l'exemple f est continue et
C' par morceaux donc sa série de Fourier converge uniformément vers

4 X cos(nz)
72 Zl ( -1 ) " n2
n=

f. On a donc, pour tout z € [—m,7], f(z) = 3 —

qui donne

o0
En particulier pour = 7 on obtient 0 = 2 — % >
n=1

o0
. 2 A . 2
par suite » # = % - De méme, on obtient en évaluant en x = 0 que
n=1

oo}

n=1

3.2 Approximation uniforme

On considére de nouveau f € Co,.

Deﬁnition 36 (TL2 751). Soit N € N. La fonction T,(f) :=

n+1 > h_o Sk est appelée le noyau de Féjer d’ordre N.

Notation 37 ( A voir, bouger). On pose pour tout n € N, F, :=

1 n

in2(ntl

Proposition 38. Pour tout n € Nett € R\27Z, F,,(t) = ﬁ%
Lemme 39 ( DEV 1). pour tout t € Ret n € N, T,,(t) = 5 ["_f(t —
y)Fu(y)dy
Lemme 40 (ELA F ). [ DEV 1]

1. ¥n € N, F,, est positive

2. VneN, £ [T F,(t)dt =1

3. Vo €)0, [, Dy = [-7,—a] U [, @] et lim 5= [, F,(t)dt =0

n—roo

Théoréme 41 (TL2 752, ELA 408). [Féjér DEV 1] (T),)nen converge
uniformément vers f sur R.



4 Autre application calculatoire
Définition 42. Les nombres de Bernoulli (b,),, sont définis par les co-
“+o0
efficients b, f(z) = 5 =2
n=0
Exemple 43 (O-XENS an2 308, DEV 2). On considére ¢ la fonction
2r-périodique définit pour x €] — 7w, 7| par ¢(z) = exp(3Z). Du dé-

veloppement en série de Fourier de ¢, on en déduit le DSE en 0 de
frzm .

—+o0
Application 44 (O-XENS an2 311). ((2k) = Y -5 =
k=1

e 2k
(_1)k_1 (22(22)! bar
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