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215 Applications différentiables définies sur un ou-
vert de R”. Exemples et applications.

Sauf mention contraire, nous travaillerons sur 'espace vectoriel normé R” pour n = 1. Soient F
un espace vectoriel normé sur R et U < R” un ouvert.

I - Généralisation de la notion de dérivée

1. Différentielle

s . . p . [Gou20]
Définition 1. Soit (E, |.|) un espace vectoriel normé sur R. Soient U < E ouvertet f : U — F

une application de U dans F. f est dite différentiable en un point a de U s'il existe ¢, €
Z(E,F) telle que

fla+h)=f(a)+£€,h)+o(|h|)quand h — 0

Si ¢, existe, alors elle est unique et on la note df,, : c’'est la différentielle de f en a.

Remarque2. — En dimension quelconque df, dépend a priori des normes choisies
sur E et F. Cependant, en dimension finie, I’équivalence des normes implique que
l'existence et la valeur de df, ne dépend pas des normes choisies.

— La définition demande a ¢, d’étre continue. En dimension finie, le probleme ne se
pose donc pas.

— Une fonction réelle est différentiable en a si et seulement si elle est dérivable en a.
Dans ce cas,onadf,: h— f'(a)h.

I Exemple 3. Si f est linéaire et continue, alors df,, = f pour tout a € E.
Proposition 4. Une fonction différentiable en un point et continue en ce point.
Proposition 5. Soit V < F un ouvert. Soit f : U — F différentiable en un point a de U.
(i) VA eR, Af est différentiable en a, et d(Af), = Adf,.

(ii) Sig:U — F est différentiable en a, alors f + g 'est aussi, et d(f + g), = df, + dg,.

(iii) Soit g : V. — G. On suppose f(U) < V et g différentiable en f(a). Alors g o f est
différentiable en a et, d(f © §), = dgs(4) ° dfa-
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2. Dérivée selon un vecteur

Définition 6. Soit a € U.

— Soit v € R". Si la fonction de la variable réelle ¢ : t — f(a + tv) est dérivable en 0, on
dit que f est dérivable en a selon le vecteur v. On note alors

fo(a) = ¢'(0)

— Soit (e, ..., e,) la base canonique de R" et soit i € [1,n]. On dit que f admet une
i-ieme dérivée partielle en a si f est dérivable en a selon le vecteur e;. On note alors

of  \_ o
a—xl_(a) =fe,(a)

Remarque 7. Soient i € [1,n] eta = (ay,...,a,) € R". La dérivée partielle %(a) est aussi la
dérivée de l'application partielle ¢t — f(a,,...,a;_;,a; + t,a;,;,...,a,)ent =0.

Proposition 8. Une fonction différentiable en un point est dérivable selon tout vecteur en
ce point.

q Ip- 329
Contre-exemple 9. La fonction

R> — R

Y osix#0

= six
(x,y) — *

y  sinon

est dérivable selon tout vecteur au point (0,0) mais n’est pas continue en (0, 0).

Théoreme 10. Si toutes les dérivées partielles de f existent et si elles sont continues en un b3

point a de U, alors f est différentiable en a et on a

L)
df, = ;a—i(a)ei*

ol (€)1, est la base duale de la base canonique (¢e;)e;,,j de R™.
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Contre-exemple 11. La fonction

R - R

f: (ry) — x*sin(1) six#0
0 sinon

est différentiable en 0, mais f’ n’est pas continue en 0.

Corollaire 12. Soit f : U — R™ différentiable en un point a € R". On note par f; la i-ieme
coordonnée de f Vi € [1, m]. Alors la matrice de I'application linéaire df,, dans les bases
canoniques de R" et R™ est

f;
Jac(f)a = (a_)]:-)ieﬂl m]
7 jelin]

Définition 13. Soit f : U — R™ différentiable en un point a € R". La matrice Jac(f), estla
jacobienne de f en a. Son déterminant est le jacobien de f en a.

Exemple 14. Soit [ : (r,0) — (rcos(6), rsin(0)), alors det(Jac(f)g)) = 1.

Théoreme 15 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : U — F continue sur un segment
[a, b] € U et différentiable sur ]a, b[. On suppose qu'il existe M > 0 tel que ||ff. || < M pour
tout ¢ €]a, b[. Alors,

If(B) = fla)l <M ||b-al (*)

Corollaire 16. En reprenant les notations du théoreme précédent :

(i) Si U est convexe, si f est différentiable sur U et si ||df, || < M pour tout ¢ € U, alors
I'inégalité (*) précédente est vraie pour tout a, b € U.

(ii) Si U est un ouvert connexe et df, = 0 pour tout ¢ € U, alors f est constante.

3. Différentielle itérée

Définition 17. Soit f : U — F. Sous réserve d’existence, on peut définir par récurrence sur p
une dérivée partielle d’ordre p par la relation

0" 0 or!
f= ( . f)

0x; ...0x; ox; \0x; ...0x
r 1 r r-1

f est alors dite de classe 67 si toutes ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre p existent et sont
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continues sur U.

Exemple 18. La fonction
e ¥six>0
X —
0 sinon

est €°.

Théoréme 19 (Schwarz). On se place danslacas n = 2. Soit f : U — R qui admet des dérivées
partielles sur U, continues en a € U. Alors :

0° 0°
[y BT
0x0y 0yox

(a)

Corollaire 20. Soit f : U — R de classe 6" . Alors les dérivées partielles jusqu’a l'ordre p
ne dépendant pas de I'ordre de dérivation.

Notation 21. Soient f : U — R™ de classe €* sur U et n € [1, k]. Par analogie avec

n! i
Y(ay,...,a,) ER™, (@ ++a,)" = Y 'afl .a,’
i1+"’+im:n ll.... lm.
on note o
mogp |\ . .9
Zh.—(a)) L % P S
(i:l "ox; Wi SR L OO0 N R " 0x;' ... 0x,"

Théoréme 22 (Formule de Taylor-Lagrange). Soient f : U — R de classe 67 sur U, x € R",
h=(hy,...,h,) e R" tels que [x,x + h] € U. Alors, 36 €]0, 1] tel que
)(p)

Exemple 23. Pour f : R?> — R de classe €2, pour (£, k) € R?, il existe 0 €]0, 1[ tel que

fen =5 HEn o) L{EnL

j= =0 !

f(h k)= f(0, 0)+haf(0 0)+kaf(0 0)
+%(h2 ff(eh 0k) + hk Zf f(eh 0k) + k2 Zif(eh,ek))

+o(ll(h, k)[1*)
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Théoréme 24 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soient f : U — R” de classe €* sur U,
xeR", h=(hy,...,h,) eR" tels que [x,x + h] < U. Alors,

~ k=11 (n of (6))] 1(1- t)k—l o of (k)
f(x+h)—]§)ﬂ(izzlhiaxi(x)) +L W(;hlz(x—}_th)) dr

Théoréme 25 (Formule de Taylor-Young). Soient f : U — R” de classe €* sur U, x € R",
h = (hy,...,h,) € R" tels que [x,x + h] < U. Alors,

k n 0 )
resm=2 5 (EnL o] sount

j=0 1 \i=1

Application 26 (Lemme d’Hadamard). Soit f : R" — R de classe €¢*°. On suppose f diffé-
rentiable en 0 avec dfy = 0 et f(0) = 0. Alors,

n
fQo, e x,) = ) x50 (%, .00, )

ij=1

ouVi,je[l,n], h;j:R" — Rest €.

II - Théoremes fondamentaux

1. Inversion locale

Définition 27. Soit f : U — F. On dit que f est un difféomorphisme de classe €* de U sur
V = f(U) si f et f~! sont bijectives et de classe €* respectivement sur U et V.

Exemple 28. x — x° est un homéomorphisme de R sur R, de classe €', mais n'est pas un
difféomorphisme.

Théoréme 29 (Inversion locale). Soit f : U — F de classe €. On suppose qu'il existe a € U
tel que df;, est inversible.

Alors, il existe V voisinage de a et W voisinage de f'(a) tels que f,, soit un difféomorphisme
de classe €' de V sur W.

Remarque 30. Si F = R", df, estinversible si et seulement si le jacobien de f en a, detJac(f),,
est non nul.
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Corollaire 31. Soit f : U — R de classe €. On suppose que pour tout a € U, df, est
inversible. Alors f est une application ouverte.

Exemple 32. Lapplication de R* dans R* définie par (x,y) — (x* — y?, xy) est un difféomor-
phisme de classe € en tout point de R? ~ (0,0).

mesurable et tout fonction f appartient a L, si et seulement si | detJac(¢),|f o ¢ appartient
a L,. Dans ce cas,

[ fydx = [ |dettactp)alFlo()dy
|4 U

Exemple 34. En passant en coordonnées polaires,

[ e dx = V7
R

Application 35. Soient A € ./, (R) et k un entier. Alors, si A est suffisamment proche de

| Application 33. Soit ¢ : U — R" un difféomorphisme de classe €". Alors, V = ¢(U) est
‘ I'identité I,,, A est une racine k-iéme (ie. 3B € ., (R) telle que B* = A).

Lemme 36. (i) Soit A € .4, (C). Alors exp(A) € GL,,(C).
(ii) exp est différentiable en 0 et dexp, =id 4 (c)-

(iii) Soit M € GL,(C).Alors M ! € C[M].
I Théoreme 37. exp : 4 ,(C) — GL,,(C) est surjective.

I Application 38. exp(.#,(R)) = GL,,(R)?, ou1 GL, (R)?* désigne les carrés de GL,,(R).

2. Fonctions implicites

Définition 39. Soient E,,...,E,,F des espaces de Banach, Q < E un ouvert ou E =
E, x--xE, eta=(a,,...,a,) € E. Soit f : Q — F. Alors, pour tout i € [1,n], f; : x —
flay,...,a;_1,x,a;,4,...,a,) est définie sur un voisinage de a; dans E;. Si elle est différen-
tiable en a;, on dit que f admet une différentielle partielle d'indice i en a, et on note celle-ci

aifa'
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Remarque 40. En reprenant les notations précédentes :
— Sipourtouti€[1,n], E;=RetF =E =R", alors 0;f, = h%(a).

— Si f est différentiable en a, alors pour tout i € [1, n], 0;f, existe et

Vh=(hy, ..., hy) € E, df,(h) = ilaifa(hi)

Soit f: U x V — F de classe €". On suppose qu'il existe (a, b) € U x V tel que f(a, b) = 0 et
03 f(a,p) : R™ — F estun isomorphisme. Alors, il existe :

— Un voisinage ouvert U, de a dans U.

— Un voisinage ouvert W de f(a, b).

— Un voisinage ouvert Q de (a,b) dans U x V.
— Une fonction ¢ : Uy x W — V de classe €.

Vérifiant :
VxeU, Vze W,3lye Vtelque f(x,y) =zavec (x,y)eQety=¢(x,z)

En particulier,
V(x,z2)eUyx W, f(x,0(x,2)) =z

BMP
Remarque 42. Avec les notations précédentes, si E = F = R, on peut choisir n'importe quelle [@]
variable pour obtenir
of of
=@(x)si—(a,b)+0oux= si—(a,b)+0
y=¢(x) ay( ) ¢(y) ay( )
.. . P AT . . [ROU]
Remarque 43. La signification de ce théoréme est que la surface définie implicitement par p193]

I'équation f(x,y) = 0 peut, au moins localement, étre vue comme le graphe d’une fonction

‘ Théoréme 41 (des fonctions implicites). Soient U x V € R" x R™ o1 U et V sont des ouvertes.
‘ (p.

Proposition 44. Avec les notations précédentes, la différentielle de la fonction implicite ¢
est donnée par :

d(px = _(azﬁx,w(x)))_l ° (alﬁx,¢(x)))

Exemple 45. Pour I'’équation x> +y*>—~1=0,0nad, Jix,y) = 2y- On exclue les points ot
y = 0. En prenant (0, 1) et (0,—1) pour points de départ, on a deux fonctions implicites qui
correspondent aux demi-cercles supérieur et inférieur :

— y=p(x)=Vv1-x2
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— y=px)=-V1-x2

De plus, en dérivant par rapporta x : 2x +2yy' =0et, y' = ¢} (x) = =

IIT - Application aux fonctions a valeurs dans R

1. Gradient, hessienne

Soit f : U — R une application différentiable en un point a de U.

Définition 46. df, est une forme linéaire, et le théoréme de représentation de Riesz donne
l'existence d'un unique vecteur v de R” tel que

VheR", df,(h) = (v, h)

Le vecteur v s'appelle gradient de f, et est noté Vf,,.

Proposition 47. % existe pour tout i € [1, n] et,
n af‘

Vi, =) —(a)e

fo= 3 3@

ou (e, ..., e,) estla base canonique de R”.

On suppose pour la suite f de classe €>.

Définition 48. La matrice hessienne de f en a, notée Hess(f),,, est définie par

o*f

al%éiX'

Hess(f), = ( )
J/i,je[1,n]

I Remarque 49. Pour f de classe 62, Hess(f), est symétrique.

Théoréme 50. On suppose df, = 0 (a est un point critique de f). Alors :

(i) Si f admet un minimum (resp. maximum) relatif en a, Hess(f), est positive (resp.

négative).

(ii) SiHess(f), définit une forme quadratique définie positive (resp. définie négative), f
admet un minimum (resp. maximum) relatif en a.
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+j=2
(i) Sirt—s*>0etr>0/(resp. r <0), f admet une minimum (resp. maximum) relatif en

(i) Sirt-s*<0, f n'a pas dextremum en a.

(iii) Sirt—s?=0, onne peut rien conclure.

Exemple 52. La fonction (x,y) — x* + y*> — 2(x — y)? a trois points critiques qui sont des

minimum locaux : (0,0), (\/_ \/_) et (— \/_ \/_)

‘ Exemple 51. On suppose df, = 0. On pose (r,s,t) = (axézxf) .Alors:
ox;d |
I Contre-exemple 53. x — x* a sa hessienne positive en 0, mais n'a pas d’extremum en 0.

2. Homéomorphismes

Lemme 54. Soit A, € .#,(R) inversible. Alors il existe un voisinage V de A, dans .#,(R) et
une application i : V — GL, (R) de classe €" telle que
VAEV,A="y(A)Ayw(A)

Lemme 55 (Morse). Soit f : U — R une fonction de classe € (ou1 U désigne un ouvert de
R" contenant l'origine). On suppose :

— dfy =0.

— La matrice symétrique H(f), est inversible.

— La signature de H(f), est (p, n — p).
Alors il existe un difféomorphisme ¢ = (¢, ..., ¢,) de classe €' entre deux voisinage de
l'origine de R" V < U et W tel que ¢(0) =0 et

Lo ¢ 2
VxeU, f(x)=f(0) =2 ¢e(x)— 2 p(x)
k=1 k=p+1
p. 334

Exemple 56. On considere f : (x,y) — x> —y* + y . La courbe d’équation

f(x,y):O

est (au changement prés du nom des coordonnées) une projection de I'intersection d’'un
cylindre et d'une sphére tangents. On a

f:uZ_UZ
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avecu: (x,y)—xetv:(x,y)—y l—yfz.

3. Optimisation

2 . . [GOU20]
Théoréme 57 (Extrema liés). Soit U un ouvert de R” et soient f, g, ..., &, : U — R des fonc- P37

tions de classe 6. OnnoteT' = {x e U | g;(x) = --- = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum
relatifen a € T et si les formes linéaires d(g,),, ...,d(g,), sont linéairement indépendantes,
alors il existe des uniques A, ..., A, tels que

dfu = /lld(gl)u +et+ Ard(gr)u

Définition 58. Les A;, ..., 1, du théoréme précédent sont appelés appelés multiplicateurs
de Lagrange.

[BMP]

Remarque 59. La relation finale du Théoréeme[57|équivaut a A
n

[ Ker(d(g;)a) < Ker(df,)

i=1

et elle exprime que df;, est nulle sur I'espace tangent a I en a (ie. Vf, est orthogonal a I'espace
tangentarl en a).

Contre-exemple 60. On pose g : (x,y) — x* — y? et on considere f : (x,y) — x + y>. On
cherche a minimiser f sous la contrainte g(x,y) = 0.

Alors, le minimum (global) de f sous cette contrainte est atteint en (0, 0), la différentielle de
g en (0,0) est nulle et la relation finale du Théoreme[57|n’est pas vraie.

Application 61 (Théoreme spectral). Tout endomorphisme symétrique d'un espace eucli-
dien se diagonalise dans une base orthonormée.

Application 62.

— 2 8 2
S0,(R) = {M €.4,®) | IM|* = inf |PI*}

ou |.| : M — y/trace(*M M) (ie. SO,,(R) est 'ensemble des matrices de SL,,(R) qui mini-
misent la norme euclidienne canonique de ., (R)).

[GOU20]

p-339
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Application 63 (Inégalité arithmético-géométrique).

1

V(xy,...,x,) € (RY)", (Hx,-) <=) x;
i=1 ni-
. . . e 1 [ROU]
Application 64 (Inégalité d'Hadamard). o409
V(xqy,...,x,) € R?, det(xy, ..., x,) < x| ... | x, |l

avec égalité si et seulement si (x;, ..., x, ) est une base orthogonale de R".
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Annexes

[BMP]
f

I

FiGure 1 — Inversion locale.

/

x=v,(y)

x=1y,(x) :(Pl_l(J’)
y=¢(x)

Y =¢o(x)

FIGURE 2 - Fonctions implicites.
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