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209 Approximation d’'une fonction par des fonctions
régulieres. Exemples d’applications.

Dans toute la suite, K désignera le corps R ou C.

I - Approximation par des polynémes
1. Approximation locale

. ) [GOU20]
Théoreme 1 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f une fonction réelle de classe €” sur un B3

intervalle [a, b] telle que f"*V) existe sur un intervalle ]a, b[. Alors,
_ & fW(a) AR
dc €]a, b[ tel que f(b) = kgo v (b-a) +m

=Ty(D)

(b _ a)n+l

Application2. — VxeR", x— %2 <In(l+x)<x- "2—2 + %3

3 3 5

s X g X X

J— — A < < — 2 =5
VxeR™, x 6_sm(x)_x T

4

2 2
— VxeR,1-% <cos(x) <1-%+35;.

Proposition 3. En reprenant les notations du Théoreme|l, on a
” exp—T, ”oo —0

sur [a, b].

2. Approximation sur un compact

Théoréme 4 (Théoremes de Dini). (i) Soit (f,,) une suite croissante de fonctions réelles
continues définies sur un segment I de R. Si (f,,) converge simplement vers une fonc-
tion continue sur I, alors la convergence est uniforme.

(ii) Soit (f,,) une suite de fonctions croissantes réelles continues définies sur un segment I
de R. Si (f;,) converge simplement vers une fonction continue sur I, alors la conver-
gence est uniforme.
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Théoréme 5 (Bernstein). Soit f: [0,1] — C continue. On note

n

o L k k1 _ \n—k
BN~ 21| (k)x (1-x)

Alors,
1B,(f) = flloo — n—+00 0

p. 304
Corollaire 6 (Weierstrass). Toute fonction continue f : [a, b] — R (avec a, b € R tels que

a < b) est limite uniforme de fonctions polynémiales sur [a, b].
On a une version plus générale de ce théoréme.

) ) R [L1]
Théoréme 7 (Stone-Weierstrass). Soit K un espace compact et «/ une sous-algebre de

l'algebre de Banach réelle € (K, R). On suppose de plus que :
(i) <«f sépare les points de K (ie. Vx € K,3f € A telle que f(x) # f(y)).
(ii) < contient les constantes.

Alors of est dense dans € (K,R).

Remarque 8. 1l existe aussi une version “complexe” de ce théoreme, ou il faut supposer de
plus que «f est stable par conjugaison.

Exemple 9. La suite de polynomes réels (7;,) définie par récurrence par
1 2
h=0etVneN,r, ,:t— rn(t)+§(t—rn(t) )

converge vers \/' sur [0,1].

3. Interpolation

Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle [a, b]. On se donne n + 1 points x,, ..., X, €
[a, b] distincts deux-a-deux. P21

Définition 10. Pour i € [0, n], on définitle i-ieme polyndme de Lagrange associé a x,, ..., x,,

par
X —Xj

Zi:xﬁl_‘[

j=0%i = X;
Jj*Ei
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Théoreme 11. Il existe une unique fonction polyndémiale p, de degré n telle que Vi €
[0,n], pp(x;) = f(x;): ;
= f(x)¢;
i=0

Théoréme 12. Onnote 7,,,; : X — Hfzo(x — x;) eton suppose f n + 1 fois dérivable [a, b].
Alors, pour tout x € [a, b], il existe un réel ¢, €] min(x, x;), max(x, x;)|[ tel que

F0) = pale) = LS V()
Corollaire 13.
1 (n+1)
If = Pulleo < m”ﬂn+l loo I/ oo

[DAN]
Application 14 (Calculs approchés d’intégrales). On note I(f) = [ f(¢)dt. Lobjectif est [p-506]

d’approximer I(f) par une expression P(f) et de majorer 'erreur d’approximation E(f) =
11(f) =Pl
(i) Méthode des rectangles. On suppose f continue. Avec P(f) = (b—a)f(a),onaE(f) <
L= £ oo
(ii) Méthode du point milieu. On suppose f de classe €. Avec P(f) = (b —a)f(%2), on
aE(f) = ) "o
(iii) Méthode des trapézes. On suppose f de classe €. Avec P(f) = %(f(a) + f(b)), on
aE(f) = 22 £ oo
(iv) Méthode de Simpson. On suppose f de classe ¥*. Avec P(f) =
b=a (f(a) + F(b) + 4f (42)) ona E(f) = Goal | £

IT - Approximation dans les espaces de Lebesgue

1. Convolution

[AMRO8]
Définition 15. Soient f et g deux fonctions de R? dans R. On dit que la convolée (ou le -7

produit de convolution) de f et g en x € R existe si la fonction

R — C
t — flx-1)g(r)
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est intégrable sur R? pour la mesure de Lebesgue. On pose alors :

(Fre)x)= [ flx-0g(r)di

Proposition 16. Dans L, (R?), le produit de convolution est commutatif, bilinéaire et asso-
ciatif.

Théoreme 17. Soient p,qg >0et f € Lp(le) etge Lq([R{d).

(i) Sip,q € [1,+o0] tels que % + % = 1, alors (f * g)(x) existe pour tout x € R et est
uniformément continue. On a, |f * gl < [fl,llgll, et sip #1,+o0, f * g € 6,(R).

(i) Sip =1etq = +oo, alors (f * g)(x) existe pour tout x € R? et f * g € G, (R).

(iii) Sip =1etq € [1,+ool, alors (f * g)(x) existepp.enx eR% et f* g € L, (R) telle que
If*gllg=Iflilglly

(iv) Sip=1etg =1,alors (f*g)(x) existe pp.enx € Rietfxge L (R)telleque|f*gl, <
AN Ng -

Exemple 18. Soient a < b € R}. Alors 1j_, 41 * 1,5 €xiste pour tout x € R et

2a si0<|x|<b-a
(Vg * Vb)) (X) =< b+a—-|x| sib—a<|x|<b+a

0 sinon

-85
Proposition 19. L, (R%) est une algebre de Banach pour le produit de convolution.
Remarque 20. Cette algebre n’a pas d’élément neutre. Afin de pallier a ce manque, nous
allons voir la notion d’approximation de 'identité dans la sous-section suivante.
2. Densité
e . q . q . . [B-P]
Définition 21. On appelle approximation de I'identité toute suite (p,,) de fonctions mesu-

rables de L, (R?) telles que
(l) VneN, -/Rd Pn d)Ld = 1.
(i) sup,-; [0, [l < +oo.

(i) Ve >0,lim,_.q [ pg(oe) On(x)dx =0.
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Remarque 22. Dans la définition précédente, (ii) implique (i) lorsque les fonctions p,, sont
positives. Plutot que des suites, on pourra considérer les familles indexées par R} .

Exemple 23. — Noyau de Laplace surR:

x|
G

Vit>0, p,(x) !
, 0:(x)=—e
Py Y
— Noyau de Cauchy sur R :
Vi >0, ——
p:(x) (22

— Noyau de Gauss sur R :

Vit >0, p,(x)=

Théoréme 24. Soit (p, ) une approximation de 'identité. Soient p € [1,+oo[ et f € Lp(IR{d),
alors :

Vnzl, f*p,eL,(RY) et |f*p,—fl,—0

Théoreme 25. Soient (p,,) une approximation de I'identité et f € L. (R?). Alors :
— Si f est continue en x, € RY, alors (f * 0,,)(Xg) — n— 100 [ (X0)-
— Si f est uniformément continue sur R?, alors || f * 0,, — f llec — n—+c0 0-

— Si f est continue sur un compact K, alors sup,..x | (f * p,,)(x) = f(x)| — 400 0.

Définition 26. On qualifie de régularisante toute suite (@, ) d'approximations de I'identité
tellequeVneN, a,, € %?(Rd).

Exemple 27. Soit a € €2°(R?) une densité de probabilité. Alors la suite (,,) définie pour
tout n € N par a,, : x — na(nx) est régularisante.

Application 28. (i) %?(Rd) est dense dans € (R%) pour |. | .

(i) €X(R?) est dense dans L,(R?) pour |||, avec p € [1, +ool.
K p p
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IIT - Approximations de fonctions périodiques

1. Séries de Fourier

Notation 29. — Pour tout p € [1, +00], on note L,z,” I'espace des fonctions f : R — C,
2n-périodiques et mesurables, telles que | f|,, < +oo.

— Pour tout n € Z, on note e, la fonction 27-périodique définie pour tout ¢ € R par
e,(t)=e™,

Proposition 30. L5” est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

1 2n -
()= o [ Fg@ar

Définition 31. Soit f € L". On appelle :

— Coefficients de Fourier complexes, les complexes définis par

1 2m ,
Vnez, e, ()= 5 [0 F(Oe " dr = (£, e,)

— Coefficients de Fourier réels, les complexes définis par

1 (2= 1 2=
VneN,an(f):;fO f(t)cos(nt)dtetVnel\I*,bn(f):;fo F(#)sin(ne) ds

2. Approximation hilbertienne

Théoreme 32. Soit H un espace de Hilbert et (¢,,),,c; une famille orthonormée dénombrable
de H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Lafamille orthonormée (€,,),¢; est une base hilbertienne de H.
(i) Vxe H, x =X % (x,€,)€,.
(iil) VxeH, [lxll, = X% [(x,€,)1%.

I Remarque 33. Légalité du Théoreme[l]Théoréeme[32]est appelée égalité de Parseval.

I Théoréme 34. La famille (e, ),z est une base hilbertienne de L3".
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Corollaire 35.

+00
VIeLy, f= ) cu(fe,
n=-o0o
Exemple 36. On considere f:x — 1 — ;—Z sur [—m,]. Alors,

+001

=1fl.= Z—

Remarque 37. Légalité du Point est valable dans L2”, elle signifie donc que

N

Z Cn(f)en _f

n=—N

T "N—+o0 0
2

3. Approximation au sens de Cesaro

Définition 38. Soit f € L{". On appelle série de Fourier associée a [ la série (Sy(f)) définie
par

N
NN Sy(f)= Y anlfle, D D)

n=—N

Z (a,(f)cos(nx) + b, (f)sin(nx))

Remarque 39. Légalité (x) de la définition précédente est justifiée car,

VneN*, VxeR, c,(f)e™ +c_,(f)e”"™ = a,(f) cos(nx) + b,(f)sin(nx)

Définition 40. Pour tout N € N, la fonction Dy = Y ¥_ = e\ est appelée noyau de Dirichlet
d’'ordre N.

Proposition 41. Soit N € N.

(i) Dy estune fonction paire, 27-périodique, et de norme 1.

(ii)
sin((N +3)x)

sin(3)

VxeR~2nZ, Dy(x) =

(iii) Pour tout f € L?", Sy(f) = f * Dy.

Définition 42. Pour tout N € N, la fonction Ky = X5 D; est appelé noyau de Fejér
d’ordre N.
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Notation 43. Pour tout N € N*, on note o = %227:'01 S, (f)la somme de Cesaro d’ordre N
de la série de Fourier d’'une fonction f € L".

Proposition 44. Soient N € N* et f € L.
(i) Ky estune fonction positive et de norme 1.
(ii)
VxeR~2n7Z, Ky(x) = 1 (—
N

(iif) Ky =23 (1- %) e,
(iv) on(f) = f * Ky.
[DEV] . : . P
Théoréme 45 (Fejér). Soit f : R — C une fonction 27-périodique.
(i) Si f est continue, alors ||y (f) oo < IIf oo €t (on(f)) converge uniformément vers f.

(ii) Sife L,z,” pour p € [1, +oo[, alors oy (), = [If ], et (ox(f)) converge vers f pour

-1l -

Corollaire 46. Lespace des polyndomes trigonométriques {Y__\ c,e, | (c,) € CV, N e N}
est dense dans I'espace des fonction continues 27-périodiques pour |.||,, et est dense dans
L3™ pour |||, avec p € [1, +ool.
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