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208 Espacesvectoriels normés, applicationslinéaires
continues. Exemples.

Dans toute la suite, K désignera le corps R ou C et E un espace vectoriel sur K.

I - Généralités
1. Normes sur un espace vectoriel
.. [GOU20]
Définition 1. Une norme sur E est une application |.| : E — R telle que : ]|
(i) |lx] =0 < x =0 (séparabilité).
(ii) VAeK, Vx € E, |Ax| = |Al| x| (homogénéité).

(iii) Vx,y € E, |[x+y|l < |lx|| + |y | (inégalité triangulaire).

Exemple2. — x — |x|estune norme sur R, z — |z| est une norme sur C.

1
— Vaz=1|llg:(x,...,x,) = (%, [x;]“)= estune norme sur R”.

I Définition 3. E est dit normé s’il est muni d’'une norme ||.||.

Dans toute la suite, E désignera un espace vectoriel normé muni d’'une norme |.|.
Définition 4. Deux normes | .||, et |.||, sur E sont dites équivalentes si

da,b>0telsqueVx € E, al| x|, < x|, <blxl|,

Remarque 5. Deux normes équivalentes définissent des distances équivalentes. Sur un plan
topologique et lorsqu’on travaille avec des suites de Cauchy, il est indifférent de prendre
I'une ou l'autre de ces normes.

2. Quelques exemples

Exemple 6. Comme mentionné précédemment, R” et C" sont des espaces vectoriels normés
(munis de ||, définie a 'Exemple[2)).

Exemple 7. Lensemble %8(X, E) des applications bornées d'un ensemble X dans E est un
espace vectoriel normé muni de lanorme ||, : f — sup,.x | f(x)].
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Exemple8. — ¢,(R)={(u,)eR"|X % |u,| < +oo}estun espace vectoriel normé muni

delanorme ||(u,)ll; = X5% .

— V. (R)={(u,) e R" | (u,) est bornée} est un espace vectoriel normé muni de la norme

() llco = SUP pery [

3. Applications linéaires continues

Soit (F, ||.||p) un espace vectoriel normé sur K. |.||; désigne la norme sur E.

Notation 9. On note L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F et £ (E, F)
I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.Si E = F, onnote L(E,F) = L(E)
et Z(E,F)=<%(E).

Théoreme 10. Soit f € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) fe £L(E,F).
(ii) f est continue en 0.
(iii) f estbornée sur B(0,1) S E.
(iv) f estbornéesur S(0,1) < E.
(v) llexiste M =0tel que || f(x)|p < M| x| g-
(vi) f estlipschitzienne.

(vii) f estuniformément continue sur E.

ILf ()l

est correctement
llxlle

Corollaire 11. Lapplication |||l : f — sup.=1 |/ (x)lr = sup,,
définie sur Z(E, F) et définit une norme sur cet espace.

Remarque 12. Le réel ||f |l du corollaire précédent est le plus petit réel positif M tel que
| f(x)|lr <M | x| g pourtout x € E. En particulier,

VxeE, |f) e < Iflllxlg

Proposition 13. Soient (G, ||.||;) un espace vectoriel normé, f € Z(E,F) et g € Z(F,G).
Alors, llge fIl < lglfI.

Proposition 14. Si f € Z(E,F) est inversible, [|flI™* < [If I
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Proposition 15. Une forme linéaire sur E (ie. un élément de L(E,K) = E*) est continue (ie.
est un élément de £ (E,KK) = E') si et seulement si son noyau est fermé.

LI
Exemple 16. Lapplication &]

€¢([0,1],K) — K

%f T L fo)

est continue pour ||.| ., mais pas pour |.|; (ot |.|; = f[m] |.|lduet |.|lo = sup[o’”).

II - Etude en dimension finie

On se place ici dans le cas ou E est de dimension finie.

Théoréme 17. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

Corollaire 18. Toute application linéaire d'un espace vectoriel normé de dimension finie
dans un espace vectoriel normé (quelconque) est continue.

Corollaire 19. Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé de dimension finie
est fermé.

Corollaire 20. Les parties compactes d'un espace vectoriel normé de dimension finie sont
les parties fermées et bornées.

Contre-exemple 21. Munir R[X] delanorme .|, — ¥; @, X’ — sup; |a;| rend 'opérateur
de dérivation P — P’ non continu.

Théoréme 22 (Riesz). La boule unité fermée d'un espace vectoriel normé est compacte si et
seulement s’il est dimension finie.
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III - Complétude

1. Espaces de Banach

Définition 23. Un espace vectoriel normé complet (ie. dans lequel toute suite de Cauchy
converge) est un espace de Banach.

Exemple 24. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Exemple 25. Soit F un espace de Banach. Alors Z(E, F) est un espace de Banach.

Exemple 26. Soient X un ensemble. On suppose que E un espace de Banach. Alors (X, E)
est un espace de Banach.

Exemple 27. Pour tout compact K de R, (¢(K,K),|.|.) est complet. Mais pas
(€ (K, K), [I-11)-

Théoréme 28 (Riesz-Fischer). Pour tout p € [1, +o0], L, est complet pour la norme |.||,,.

Proposition 29. E est de Banach si et seulement si toute série de E absolument convergente
est convergente.

Théoreme 30 (Baire). On suppose E complet. Alors toute intersection d’'ouvert denses est
encore dense dans E.

Application 31. Un espace vectoriel normé a base dénombrable n'est pas complet.

Application 32 (Théoréme de Banach-Steinhaus). Soient (E, |.||z) et (F, |..||z) deux espaces
de Banach et (T;);c; des applications linéaires continues telles que

Vx € E,sup || T;(x)| g < +oo
iel

alors,

sup [I7;ll < +oo
iel
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Application 33 (Théoreme du graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Banach et
T € L(E,F).Sile graphede T:

{(x,T(x))| xe E}<ExF

est fermé dans E x F, alors T est continue.

Application 34 (Théoréeme de 'application ouverte). Soient E et F deux espaces de Banach
et T € Z(E, F) surjective. Alors,

3¢ >0, T(Bg(0,1)) 2 Bx(0, ¢)

Corollaire 35 (Théoréeme des isomorphismes de Banach). Soient E et F deux espaces de
Banach et T € Z(E, F) bijective. Alors T™! est continue.

Corollaire 36. On suppose que E est de Banach. Soient E; et E, deux supplémentaires
algébriques fermés dans E. Alors les projections associées sur E, et E, sont continues.

2. Espaces de Hilbert

a. Généralités

Pour toute la suite, on fixe H un espace de Hilbert de norme ||.|| et on note (.,.) le produit scalaire

Définition 37. Un espace vectoriel H sur le corps K est un espace de Hilbert s’il est muni
d’un produit scalaire (.,.) et est complet pour la norme associée |.|| = \/{.,.).

Exemple 38. Tout espace euclidien ou hermitien est un espace de Hilbert.

Exemple 39. L,(u) munide(.,.):(f,g) — J fgdu est un espace de Hilbert.

associé.

Lemme 40 (Identité du parallélogramme).
vx,yeH, [lx+y|?+lx—yl* =2(lx*1y1?)

et cette identité caractérise les normes issues d'un produit scalaire.
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Théoreme 41 (Projection sur un convexe fermé). Soit C < H un convexe fermé non-vide.
Alors :
VxeH,lyeCtelqued(x,C) = inéfllx -zl =d(x,y)
ZE

On peut donc noter y = P;(x), le projeté orthogonal de x sur C. Il s’agit de I'unique point
de C vérifiant
VzeC,(x—P(x),z—P(x)) <0

Théoréme 42. Si F est un sous espace vectoriel fermé dans H, alors P est une application
linéaire continue. De plus, pour tout x € H, Pr(x) est'unique point y € F tel que x —y € F*.

Corollaire 43. Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors,

F=H < F+t=0

Théoréme 44 (de représentation de Riesz).
VYoeH',Aye H, telque Vx € H, p(x) = (x,y)

etde plus, ligll = [y|.

Corollaire 45.
VT e H',3WU € H' telque Vx,y € H, (T (x),y) = (x,U(y))

On note alors U = T" : c’est 'adjoint de T. On a alors [|T|| = I T*||.

Exemple 46 (Opérateur de Voltera). On définit T sur H = L,([0,1]) par: ==
;. H = H
f = x— [ f(r)de
T est une application linéaire continue et son adjoint 7" est défini par :
1
T :g— (x Hf g(t)dt)
X
ST 0 L [2-Q]
Application 47. Lapplication b 227
L, —(L,) 1 1
q P .
Qp: ) ou—+—=1
g —(pg:f— fyfedu) P q
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est une isométrie linéaire surjective. C’est donc un isomorphisme isométrique.

. Bases hilbertiennes

[LI]
Définition 48. On dit que (e,) € H" est une base hilbertienne de H si

— (e,) est orthonormale.
— (e,) est totale.

Znint)

Exemple 49. (t — e Lc7 €stune base hilbertienne de L, ([0, 1]).

Théoreme 50. Soit (e,,),cn Une base hilbertienne de H. Alors :
+00
VxeH,x=) (x,e,)e,
n=0
On a de plus, pour tout x, y € H, les formules de Parseval :
— lxl® =X Kx, e,)1%

— (%, y) = E520(x e, 1y, ).

[GOU20]
Application 51. On considere f: x — 1 — ;—z sur [—m,]. Alors,

71.4

+00 1
o0 =Il2=2 -
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Annexes

[LI]

FIGURE 1 - [llustration du théoréme de projection sur un convexe fermé.
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