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I - Complétude

1. Complétude dans un espace métrique

Soit (E, d) un espace métrique.
Définition 1. On dit qu'une suite (x,,) d’éléments de E est de Cauchy si

Ve > 0,3IN € N tel que Vp>q2N,d(up,uq) <€

Proposition 2. (i) Une suite convergente est de Cauchy.
(ii) Une suite de Cauchy est bornée.

(iii) Une suite de Cauchy qui possede une valeur d'adhérence ¢ converge vers ¢.
Contre-exemple 3. La série . % est une suite de Cauchy de Q non convergente dans Q.

Remarque 4. La notion de suite de Cauchy n’est pas topologique : elle ne peut pas étre
définie a partir des ouverts de E. Cependant, si une suite est de Cauchy pour une certaine
distance, alors elle 'est pour toute autre distance équivalente.

2

Définition 5. E est complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Exemple 6. Vn € N*, R" est complet mais Q ne I'est pas.

Proposition 7. (i) Toute partie compléte d'un espace métrique est fermée.

(ii) Toute partie fermée d'un espace complet est complete.

Proposition 8. Soient E, ..., E,, des espaces métriques. Alors E; x --- x E, est complet si et
seulement si Vi € [1, n], E; est complet.

Proposition 9 (Fermés emboités). E est complet si et seulement si toute suite décroissante
de fermés non-vides de E dont le diametre converge vers 0 converge vers un singleton.
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Proposition 10 (Critere de Cauchy pour les fonctions). Soit (F,d') un espace métrique
complet. Soient f : A — F oit A € E et a € A. Alors f admet une limite quand x tend vers a si
et seulement si

Ve>0,3n>0telque Vx,y € A, d(a,x)<netd(a,y)<n = d(f(x),f(y)) <e

Théoreme 11 (Complété d'un espace métrique). 1l existe un espace métrique complet E et
i : E — E une isométrie telle que i(E) est dense dans E. De plus, E est unique a isométrie
bijective pres.
I Exemple 12. R est le complété de Q.
2. Complétude dans un espace vectoriel normé
I Définition 13. Un espace vectoriel normé complet est un espace de Banach. 4
Proposition 14. Un espace vectoriel normé E est complet si et seulement si toute série b2
absolument convergence de E est convergente dans E.
Proposition 15. Un espace vectoriel de dimension finie est complet.
D ; . ; . N . [C-G]
I Application 16. Lexponentielle d'une matrice est un polynome en la matrice. 5207

3. Exemples et contre-exemples classiques

DAN
Contre-exemple 17. Lespace des fonctions polyndmiales définies sur [—1, 1] et muni de la ﬁ

norme | .||, n'est pas complet.

Exemple 18. Soient X un ensemble et E un espace de Banach. Alors, (B(X,E), |.|lo,) est un o
espace de Banach.

Exemple 19. Si E est un espace vectoriel normé et F est un espace de Banach, (Z(E, F), ll.ll)
est un espace de Banach.

‘ [GOU20]

[L1]
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Définition 20. — Pour p € [1, +oo[, on note £, (X, </, 1)) (ou £, en I'absence d’am-
biguité) I'espace des applications f mesurables de (X,.«/, ) dans (R, 28(R)) telles
que

fX £ ()P dp(x) < +oo

on note alors || £, = (fx |f(x)I” d/,t(x))%'.

— On note de méme £, l'espace des applications mesurables de (X,</,u) dans
(R, 28(R)) de sup-essentiel borné. On note alors || f |, pour f € Z..

0 pp.-

Théoréme 22 (Inégalité de Minkowski).

Vige Ly If+&lp<Ifll,+lgl,

Théoreme 23. On définit pour tout p € [1, +oo],
L,=%,|V

‘ Remarque 21. En reprenant les notations précédentes,onaVf e Z,, [|f|,=0 < f =
| ouV={ve?,|v=0pp.}. Munide |.|,, L, est un espace vectoriel normé.

Théoréme 24 (Riesz-Fischer). Pour tout p € [1, +oo], L, est complet pour la norme |. | ,.

Il - Espaces de Hilbert
1. Généralités

Définition 25. Un espace vectoriel H sur le corps K est un espace de Hilbert s’il est muni
d’un produit scalaire (.,.) et est complet pour la norme associée |.|| = \/{.,.).

I Exemple 26. Tout espace euclidien ou hermitien est un espace de Hilbert.

I Exemple 27. L,(u) munide(.,.):(f,g) — J fgdu est un espace de Hilbert.

Pour toute la suite, on fixe H un espace de Hilbert de norme ||.|| et on note (.,.) le produit scalaire
associé.
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Lemme 28 (Identité du parallélogramme).
vx,y€H, [x+yl?+x-yl*=2(lxI?Iy1?)

et cette identité caractérise les normes issues d'un produit scalaire.

Théoreme 29 (Projection sur un convexe fermé). Soit C < H un convexe fermé non-vide.
Alors :
VxeH,3lyeCtelqued(x,C) = ingllx -zl =d(x,y)
zZ€E

On peut donc noter y = P.(x), le projeté orthogonal de x sur C. Il s’agit de 'unique point
de C vérifiant
VzeC,(x—P(x),z—P(x)) <0

Théoreme 30. Si F est un sous espace vectoriel fermé dans H, alors P est une application
linéaire continue. De plus, pour tout x € H, Pr(x) est'unique point y € F tel que x —y € F*.

Théoréme 31. Si F est un sous espace vectoriel fermé dans H, alors
H=FeF*

et P, est la projection sur F parallélement 2 F : c’'est la projection orthogonale sur F.

Corollaire 32. Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors,

F=H < F1=0

Théoréme 33 (de représentation de Riesz).
VoeH',dyeH, telque Vx € H, p(x) = (x,y)

etde plus, [loll = [yl

Corollaire 34.
VT e H',3WU € H' telque Vx,y € H, (T (x),y) = (x,U(y))

On note alors U = T : c’est 'adjoint de T. On a alors [|T|| = [IT*||.
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Exemple 35 (Opérateur de Voltera). On définit T sur H = L, ([0, 1]) par :

o M- H
f = x= [ f(0)de

T est une application linéaire continue et son adjoint 7" est défini par :
1
T :g— (x —»[ g(t)dt)
X

[Z-Q]
Application 36 (Dual de L,). Soit (X, </, u) un espace mesuré de mesure finie. On note p-222

Vp €]l,2],
!
L, —(L,) 1 1

Py (o ffergan)  TpTgT!

est une isométrie linéaire surjective. C’est donc un isomorphisme isométrique.

2. Bases hilbertiennes

[LI]
Définition 37. On dit que (e,) € H" est une base hilbertienne de H si

— (e,) est orthonormale.

— (e,) est totale.

Exemple 38. (t — e2"'""), _, est une base hilbertienne de L, ([0, 1]).

Théoreme 39. Soit (e, ), une base hilbertienne de H. Alors :

+o0o
VxeH,x=) (x,e,)e,

n=0
On a de plus, pour tout x, y € H, les formules de Parseval :

— [xl? = X525 Kx, e

— (x,y) = L35{x e Xy, en).

. L. [GOU20]
Application 40.
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IIT - Applications

1. Point fixe

p. 21]
Théoréme 41 (Point fixe de Banach). Soient (E, d) un espace métrique completet f : E — E =
une application contractant (ie. 3k €]0, 1[ tel que Vx,y € E, d(f(x), f(y)) < kd(x,y)). Alors,
dlx € Etel que f(x) =x
De plus la suite des itérés définie par x, € Eet Vn e N, x,,,; = f(x,,) converge vers x.
Application 42 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz local). Soit E un espace de Banach sur
R ou C. Soient I un intervalle de R et Q un ouvert de E. Soit F : I x Q — E une fonction
continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Alors, pour tout (%, y,) € I xQ,
le probleme de Cauchy
y '=F (¢ Y )
{
y(t0) = ¥o
admet une unique solution maximale.
2. Prolongement
. . p . . [DAN]
Théoréme 43 (Prolongement des applications uniformément continues). Soient (E, dg) b7

et (F, dr) des espaces métriques. On suppose F complet. Soient A < E denseet f: A — F
une application uniformément continue. Alors, il existe une unique application f : E — F
uniformément continue et telle que fj, = f.

Corollaire 44. Soient (E, dy) et (F,d;) des espaces métriques. On suppose F complet.
Soient A € E dense et f : A — F une application k-lipschitzienne. Alors, il existe une unique
application f: E — F k-lipschitzienne et telle que ﬁA = f.

prolongeable par une application lipschitzienne sur [a, b].

[BMP]
Application 46 (Théoreme de Hahn-Banach analytique). Soient H un espace de Hilbert [p_T06]

et F un sous-espace vectoriel de H. Soit f € F’. Alors, il existe f € H' telle que ﬁF =fet

‘ Exemple 45. Une application dérivable sur un intervalle |a, b[ et de dérivée bornée est
‘ 170z = WF N

[LI]
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Application 47 (Transformation de Fourier-Plancherel). La transformation de Fourier &
définie sur L, (R) n L,(R) se prolonge de maniere unique en un isomorphisme d’espaces de
Hilbert de L,(R) sur lui-méme.

3. Théoréme de Baire

Théoreme 48 (Baire). On suppose E complet. Alors toute intersection d’ouvert denses est
encore dense dans E.

Application 49. Un espace vectoriel normé a base dénombrable n'est pas complet.

Application 50 (Théoreme de Banach-Steinhaus). Soient (E, ||.||z) et (F, ||.||z) deux espaces
de Banach et (T;),;.; des applications linéaires continues telles que

Vx € E,sup || T;(x)|p < +o0
iel

sup [I7;ll < +oo
iel

Application 51 (Théoreme du graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Banach et
T e L(E,F).Silegraphede T:

{(x,T(x))| x€e E}<ExF

est fermé dans E x F, alors T est continue.

Application 52 (Théoreme de I'application ouverte). Soient E et F deux espaces de Banach
et T € Z(E, F) surjective. Alors,

3¢ >0, T(Bg(0,1)) 2 Bx(0, ¢)

Corollaire 53 (Théoreme des isomorphismes de Banach). Soient E et F deux espaces de
Banach et T € Z(E, F) bijective. Alors T! est continue.

Corollaire 54. On suppose que E est de Banach. Soient E; et E, deux supplémentaires
algébriques fermés dans E. Alors les projections associées sur E, et E, sont continues.
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