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153 Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts

ou approchés d’éléments propres. Applications.

I - Spectre d’'un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie 7. Soit u € £ (E) un endomorphisme
de E.

1. Valeurs propres, vecteurs propres

GOU21
Définition 1. Soit 1 € K. []

— On dit que A est valeur propre de u si u — Aidg est non injective.

— Un vecteur x # 0 tel que u(x) = Ax est un vecteur propre de u associé a la valeur
propre A.

— E, =Ker(u — Aidg) est le sous-espace propre associé a la valeur propre A.

— Lensemble des valeurs propres de u est appelé spectre de u. On le note Sp(u).

Remarque2. — 0 estvaleur propre de u si et seulement si Ker(f) # {0}.

— On peut définir de la méme maniére les mémes notions pour une matrice de .4, ()
(une valeur est propre pour une matrice si et seulement si elle I'’est pour 'endomor-
phisme associé). On reprendra les mémes notations.

— Les sous-espaces E, sont stables par u pour toute valeur propre A.

1 0o 2 -1
Exemple 3. | 1 | est vecteur proprede| 3 -2 0 |associé ala valeur propre 1.
1 -2 2 1

Théoreme 4. Soient A,, ..., A; des valeurs propres de u, distinctes deux a deux. Alors les
sous-espaces propres E, , ..., E; sontensomme directe.

ROM21
Théoreme 5. Soit P € [K[X]. Pour tout valeur propre A de u, P(A1) est une valeur propre de []

P(u). Sile corps K est algébriquement clos, on a alors

Sp(P(u)) ={P(A) | A € Sp(u)}
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0 -1
Contre-exemple 6. Pour A = (1 0 ) € M,(R)etP =X? onaA®=—1I, etSp(A) = @.

2. Polyndome caractéristique

Proposition 7. En notant y,, = det(Xidg —u),
Sp(u) ={A e K|y, (1) =0}
I Définition 8. Le polyndme y, précédent est appelé polynome caractéristique de wu.
Remarque 9. On peut définir la méme notion pour une matrice A € .4, (), ces deux notions
coincidant bien si A est la matrice de u dans une base quelconque de E.
a b 9
Exemple 10. Pour A = e d € M,(K),onay, =X"—trace(A)X + det(A).
Proposition 11. Soit A une valeur propre de u de multiplicité a en tant que racine de y,,.
Alors,
dim(E,) € [1,]
sys . A A0 7 . e [Gou21]
Proposition 12. (i) Le polynéme caractéristique est un invariant de similitude. p177
(ii) Soit A€ .#,(K).Onnote y, =Y} _, a, X*. Alors, a, = det(A) et a,_, = trace(A) (a un
signe pres).
2in
Lemme 13 (Déterminant circulant). Soient n € N* et a;, ..., a,, € C. On pose w = e » . Alors
a, a, ... G,
et @0l )
o j:0
a, a, .. a
ouP =Yt a x~.
. . [1-P]
Application 14 (Suite de polygones). Soit P, un polygone dont les sommets sont

{201, ---» 20 »}. On définit la suite de polygones (P;) par récurrence en disant que, pour tout
k € N*, les sommets de P, sont les milieux des arétes de P;..
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I Alors la suite (P, ) converge vers 'isobarycentre de P,.

3. Polyn6me minimal

ROM21
Lemme 15. (i) Ann(u) ={P € K[X] | P(u) = 0} est un sous-ensemble de K [u«] non réduit [@]]

au polyndéme nul.
(ii) Ann(u) estle noyau de P — P(u): c’est un idéal de K[u].

(iii) Il existe un unique polyndme unitaire engendrant cet idéal.

Définition 16. On appelle idéal annulateur de u 'idéal Ann(u). Le polynéme unitaire
générateur est noté i, et est appelé polynéme minimal de u.

Remarque 17. — m, estle polyndme unitaire de plus petit degré annulant u.

— SiA e 4, (K) estlamatrice de u dans une base de E,onaAnn(u) = Ann(A) et, = 4.

Exemple 18. Un endomorphisme est nilpotent d’indice ¢ si et seulement si son polyn6me
minimal est X9.

Proposition 19. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors, le polyndme
minimal de 'endomorphisme u : F — F divise 7,,.

Proposition 20. (i) Les valeurs propres de u sont racines de tout polyndéme annulateur.

(ii) Les valeurs propres de u sont exactement les racines de r,,.

GOU21
I Remarque 21. m, et y, partagent dont les mémes racines. [@]
Théoréme 22 (Cayley-Hamilton). [ROM21]
T |X [p—607
u u

Corollaire 23.
dim(K[u])<n
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II - Localisation

Soit A = (ai,j)i,jeul'nﬂ € ./%n(q:)

1. Disques de Gerschgorin

Notation 24. On note: 550
— Pourtoutie[1,n],L; = Z;’zl la; ;| et L = max;ep ,{L; +la; |}
j#i
— Pourtoutje [1,n],C; = X7 |a;;| et C = maxjep,,;{C; +|a; |}
i+
Théoreme 25 (Gerschgorin-Hadamard). Soit A € C une valeur propre de A. Alors, il existe
i€[l,n]telque|A—a;;| <L,
.. [FGNZ]
Remarque 26. Ainsi, [pT89]
n
Sp(A) - U{Z eC | |Z_ ai’i| =< Ll}
i=1
Les disques de cette réunion sont appelés disques de Gerschgorin.
[ROM21]
Exemple 27. Soient a, b € R?. On pose P67
a b 0 .. 0
b a b .
Ala,b)=]0 =~ =~ " 0
b a b
0 0 b a
Alors,
Sp(A(a, b)) = {a+2bcos( kn ) | ke[l n]]}
P T n+1 ’
Exemple 28. Soit
1 0 .. 0 -1
-1 1 0 .. O
A=]0 : .
-1 1 0
0 0o -1 1

Alors,
; o (km)?
Sp(*AA) = 4sm(7) | ke[0,n—-1]
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Corollaire 29. Pour toute valeur propre A € C de A, on a

A <min(L,C)

Corollaire 30. On suppose A a diagonale strictement dominante (ie. Vi € [1,n], |a; ;| >

Z;’zl |a; ;1). Alors, A est inversible.
j#i

2

Théoreme 31 (Ostrowski). Pour tout a € [0,1] et toute valeur propre A € C de A4, il existe
i €[1,n] tel que
A—a;;|<LFC!

Remarque 32. C'est une généralisation du Théoréeme[25): pour @ = 1, on retrouve I'énoncé
correspondant.

AP < (L; +|a;,

Corollaire 33. Pour toute valeur propre A € C de 4, il existe i € [1, n] tel que
)(C; +a; ;1)

2. Utilisation du rayon spectral

Notation 34. A toute norme ||.|| sur C”, on associe la norme matricielle

|M x|

1= M —
recr~jo} X

Définition 35. Le rayon spectral de A, noté p(A) est défini par

A) = A
p(A) Arerslg({g)l |

Théoréme 36. On a
ANl = v IA*All, =/ p(A*A)

ot ||.Il, est la norme matricielle associée a la norme euclidienne sur C" et A* est la trans-
conjuguée de A.
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Théoréeme 37. (i) On a p(A) < ||All pour toute norme matricielle ||.|| induite par une
norme vectorielle.

(ii) p(A) = infy 4 IAll ot A désigne I'ensemble de toutes les normes matricielles in-
duites par une norme vectorielle.

polynéme minimal 7, soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple d'endomorphismes
(d,n) tel que :

— f=d+n.
— d est diagonalisable et n est nilpotent.
— don=nod.

[ROM21]

[DEV] [Gou21]
‘ Théoreéeme 38 (Décomposition de Dunford). Soit f € & un endomorphisme tel que son b 203
| Corollaire 39 (Théoreme de Gelfand). Soit |.|| une norme sur .#,,(C). Alors, 560

p(A) = lim [A¥|*
k—+o00

Proposition 40. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) lim;_,. A*=0.

(ii) Pour toute valeur initiale x, € C", la suite définie par récurrence pour tout k € N par
X1 = AXxy, converge vers le vecteur nul.

(iii)) p(A) < 1.
(iv) Il existe au moins une norme matricielle |[|.|| induite par une norme vectorielle telle
que [IAfl < 1.

IIT - Approximation
Soit A = (ai,j)i,jeul'n]] € ./%n([R)

, . . [ROM19]
Théoreme 41. On suppose que la valeur propre de A de module maximum est unique. On 2]
la note A,. Elle est alors réelle est simple, 'espace propre associé est une droite vectorielle et [p- 210

on a
R" =Ker(A-A,1,,) #Im(A - A, 1,,)

On suppose pour la suite que la valeur propre de A de module maximum est unique. On la note
Ay.

Notation 42. On note et on définit :
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— Xgo=e +f;avece € E; ~{0}et f; € F,.
— VkeN, X, = mak avec |.|| norme quelconque sur R”.
— Pour tout j € [1, n], on note e, ; la j-ieme composante du vecteur e;, x; ; celle de x;. et

(Axy); celle de Axy.

Théoréme 43 (Méthode la puissance itérée). On a:
(i) limy_ o0 [ Axe | = [A,] = p(A).
(ii) limj_ . X, = 1, Ol y; est un vecteur propre non nul associé a la valeur propre A,.
(iii) limy_ ;o Xop41 = signe(A,)v;.

(iv) Pour toutj € [1, n], tel que e,;#0,

(Axy);
m i J = /11
k—+o0o xk,]
Remarque 44. — Si A est inversible, la méthode précédente appliquée 2 A~ permet de

calculer la valeur propre de plus petit module de A (quand cette derniére est unique).

— Ennotant e; un vecteur propre de A associé ala valeur propre 1, de norme euclidienne
égale a 1, les valeurs propres de la matrice B = A— 1, ¢," e, sont0, A,,...,A,. On pourra
alors appliquer la méthode a B.

agreg.skyost.eu


https://agreg.skyost.eu

153 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés ...

Annexes

\w

6

FIGURE 1 - La suite de polygones.
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