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149 Déterminant. Exemples et applications.

Soient K un corps commutatif et E un espace vectoriel de dimension finie n sur K.

I - Construction

1. Formes n-linéaires alternées et déterminant

Définition 1. Soient E, ... yEp etF des espaces vectorielssur K et f : E, ... yEp, — F.
— f est dite p-linéaire si en tout point les p applications partielles sont linéaires.

— Si f est p-linéaire et si E; = --- = E, ainsi que F =K, f est une forme p-linéaire. On
note £, (E,K) I'ensemble des formes p-linéaires sur E.

— Sideplus f(xy,...,x,) = 0 dés que deux vecteurs parmi les x; sont égaux, alors f est
dite alternée.

I Exemple 2. En reprenant les notations précédentes, pour p = 2, f est bilinéaire.
Proposition 3. £, (E,K) est un espace vectoriel et, dim(Z,(E,K)) = dim(E)P.

Théoreéme 4. L'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel
de dimension 1. De plus, il existe une unique forme n-linéaire alternée f prenant la valeur 1
sur une base % de E. On note f = detg.

Définition 5. detg; est 'application déterminant dans la base 28. En I'absence d’ambiguité,
on s’autorise a noter det = detg;.

Proposition 6. Soit 2 = (ey,...,e,) une base de E. Si x,,...,x,, € E (Vi € [1,n], on peut

écrire x; = Z]’.’zl x; je;), on alaformule detg(xy, ..., X,) = Loes, €(0) T2, Xi0(i)-

Proposition 7. Soit 2 une base de E. Si &' est une autre base de E, alors dety =
det@r (:%) det%

Théoréme 8. Une famille de vecteurs est liée si et seulement si son déterminant est nul dans
une base quelconque de E.
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2.

3.

Déterminant d’'un endomorphisme

Lemme 9. Soient f € %(E) et B = (e,...,e,) une base de E. Le scalaire
dety(f(ep), ..., f(e,)) ne dépend pas de la base 98 considérée.

Définition 10. Soient f € Z(E) et B = (e,,..., e,) une base de E. On appelle déterminant
de f le scalaire detg(f(e;),...,f(e,)). On le note det(f).

Proposition 11. Soient f,g € Z(E).
(i) det(f~g)=det(f) x det(g).

(ii) det(id,)=1.
(iii) f € GL(E) < det(f) # 0. Dans ce cas, on adet(f™!) = det(f) .

Déterminant d’'une matrice carrée

Définition 12. Soit A € .4,,(K). On appelle déterminant de A, le déterminant de ses vec-
teurs colonnes dans la base canonique de [K". On le note det(A).

Notation 13. Si A = (a; ;); je[1,n] € 4, (<), on note son déterminant sous la forme

(11’1 oo (llrn
det(A) =
py ... Quy
[GRI]
a c p. 104]
Exemple 14. =ad-bc. .
b d
1 -2 3
— 12 1 -=1|=39.
1 5 1
.re . [GOU21]
Proposition 15. Soit A € ./, (K).

(i) det(A) =det(*A).

(ii) det(A) dépend linéairement des colonnes (resp. des lignes) de A.
(iii) VA €K, det(AA) = A" det(A).
(iv) det(A) # 0 < A e GL,(K).

(v) SiA estlamatrice de f € £(E) dans une base, alors det(f) = det(A).
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(vi) SiB e ., (K), det(AB) = det(A) det(B).

(vii) Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

II - Méthodes de calcul
1. Propriétés

Proposition 16. Soit A € ./, (K).

(i) Sion effectue une permutation o € S,, sur les colonnes ou les lignes de A, le détermi-
nant est multiplié par e(o) (la signature de o).

(ii) Si A est triangulaire, det(A) est le produit des éléments diagonaux de A.

(iii) On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant a une colonne une combi-
naison linéaire des autres colonnes. Méme chose sur les lignes.

Exemple 17.
1 2 1 1 2 0
1 0 1({=|1 0 0 [=-2(m+1)
-1 1 m -1 1 m+1

Proposition 18 (Déterminant par blocs). Soit M € .#,(K) une matrice triangulaire par
blocs, de la forme
A C

0 B
alors det(M) = det(A) det(B).

2. Mineurs et cofacteurs

Définition 19. Soit A = (a; j); jeq1,n) € A n ().

— Pour tout i,j € [1, n], on appelle mineur de I'élément a; ; le déterminant A; ; de la

matrice obtenue en supprimant la i-ieme ligne et la j-ieme colonne de A.
— Lescalaire A; ; = (-1)* A; ; s'appelle le cofacteur de a; ;.
— On appelle mineurs principaux de A les déterminants A, = det((a; ;) jeq1,x]) POUr

ke [1,n].

Proposition 20. En reprenant les notations précédentes :

(i) Soitj € [1,n]. On a det(A) = ¥_, a; ;A; ; (développement par rapport a la j-ieme
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colonne).

(ii) Soiti € [1,n]. On a det(A) = i=1a;jA;j (développement par rapport a la i-ieme

ligne).
Exemple 21.
6 0 -6
2 7
02 7|=6 = 6(6—14) = —48
2 3
02 3

Définition 22. Soit A € .4, (). La matrice (A; ;); jcq1,,) des cofacteurs des éléments de A
est appelée comatrice de A, et on la note com(A).

Proposition 23. Soit A € .#,(K).Ona:

Afcom(A) ='com(A)A = det(A)I,

Corollaire 24. Soit A € GL,,(K). Alors,

1
ASS= “com(A
dora) o™

Exemple 25. Soit A = (i Z) € GL,(K). Alors,
1 d -b
Al=———
ad—Dbc (—c a )

3. Exemples classiques

Exemple 26 (Déterminant de Vandermonde). Soient a4y, ..., a,, € K. Alors

1 a ... a!
1 a, al!
woay o
. .= H (aj_ai)
l<i<j<n
1 a, .. a'!

I Exemple 27 (Déterminant de Cauchy). Soient a,, ...,a,, by, ..., b, € K tels que pour tout
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i,je[1,n], a; + b; # 0. Alors

det( 1 ) B Hlsi<jsn(aj - a;) H15i<j5n(bj - b;)

a; + b B H:.’,jzl(a,- +b;)

im

. . . 2in
Exemple 28 (Déterminant circulant). Soient a,...,a, € C. On pose w = e = . Alors
ag a4y ... Qp_,
-1
a,-1 4 ay-2 ’i—[ j
“l=1]P(e)
o j:Q
a a, .. a

ouP =Y rta x*x.

IIT - Applications
1. En géométrie

a. Volume d’un parallélépipeéde

Théoreéme 29. Laire «/ (v, w) du parallélogramme engendré par deux vecteurs v, w € R"
est égale a
o (v,w) = |det(v, w)|

Corollaire 30. Soient v, ...,v, € R". On note 7 (v, ..., v,) le volume du parallélépipede
rectangle engendré par v, ..., v, (ie. 'ensemble {z e R" | z =Y "  A;v;, A; € [0,1]}). On a
alors :

7 (v,...,v,) =|det(v, ..., v,)|

b. Suite de polygones

Théoréme 31 (Suite de polygones). Soit P, un polygone dont les sommets sont {z 1, ..., 2 ,}-
On définit la suite de polygones (P, ) par récurrence en disant que, pour tout k € N*, les
sommets de P, sont les milieux des arétes de P,..

Alors la suite (P;.) converge vers I'isobarycentre de P,.
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2. En algebre linéaire

a. Aux systémes d’équations linéaires

On cherche a résoudre un systeme d’équations linéaires de la forme

AX =B (S)

avec A = (a;j)ieq,p] €t B = (b;) e, p € K”.

Jellq]

Théoréme 32 (Formules de Cramer). On se place dansle cas p = g = n. Alors, (S) admet une
unique solution si et seulement si det(A) # 0. Dans ce cas, elle est donnée par X = (x;)e[1,]

ou
_ det(4;)

~ det(A)
avec A; obtenue en remplacant la i-ieme colonne de A par B.

Vie[l,n], x;

Lemme 33. Soit r = rang(A). Il existe un déterminant A d’ordre r extrait de A.

Définition 34. — Le déterminant A précédent est le déterminant principal de A.

— Les équations (resp. inconnues) dont les indices sont deux des lignes (resp. colonnes)
de A s'appellent les équations principales (resp. inconnues principales).

— SiA = det(a; j)ie1, on appelle déterminants caractéristiques les déterminants d’ordre
i€l

r +1 de la forme

‘ (“i,j)fzjg ‘ (D;)ier ‘

avec k ¢ J.
(ae)ig | b |

Théoreéme 35 (Rouché-Fontené). Le systeme (S) admet des solutions si et seulement si
p = roules p — r déterminants caractéristiques sont nuls. Le systeme est alors équivalent
au systeme des équations principales. Les inconnues principales étant déterminées par un
systeme de Cramer a l'aide des inconnues non principales.

Exemple 36. Si,
X+2y+z+t=1
(§) = {x-z-t=1 meR

—X+y+tz+2t=m
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on arang(A) = 2, (S) admet des solutions si et seulement si m = —1, et

xX+2y=1+z—-t x=1+z+t¢t
(S) = —
x=1+z+t y=-t

b. Alaréduction des endomorphismes

Définition 37. Soit A € .#4,,(KK). On appelle :
— Polyndéme caractéristique de A le polynéme y, = det(A - X1,,).

— Polyndme minimal de Al'unique polynéme unitaire 7, qui engendrel'idéal Ann(A) =

{Q e K[X]1Q(A) =0}

Proposition 38.

A est valeur proprede A < y,(1) =0 < m,4(1)=0

Proposition 39. — A est trigonalisable si et seulement si y, est scindé sur K.

— A est diagonalisable si et seulement si 77, est scindé a racines simples sur K.

I Corollaire 40. SilK = [Fq, A est diagonalisable si et seulement si A9 = A.

Théoréme 41 (Cayley-Hamilton).

Ty | Xu
c. Alétude du groupe linéaire

Théoreme 42. Soit u € Z(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ueGL(E).
(ii) Ker(u) ={0}.
(iii) Im(u) = E.
(iv) rang(u) = n.
(v) det(u) =0.
(vi) u transforme toute base de E en une base de E.
(vii) Tl existe v € Z(E) tel que uo v = idg.

(viii) Il existe w € L (E) tel que w o u = idg.
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Proposition 43. det: GL(E) — K* est un morphisme surjectif.

Soit p un nombre premier = 3. On se place sur le corps K =F,.

Définition 44. Soit H un hyperplan de E et G un supplémentaire de H. On définit f la
dilatation de base H, de direction G et de rapport A € K* par

VxeH,VyegG, f(x+y)=x+Ay

I Théoreme 45. Si |K| = 3, les dilatations engendre GL(E).
| Notation 46. Soit a € F,,. On note (%) e symbole de Legendre de a modulo p.
Lemme 47. a — (%) est un morphisme de groupes.

Lemme 48. llya pT_l résidus quadratiques dans [,.
I Théoréme 49. Le groupe multiplicatif d'un corps fini est cyclique.

Théoréme 50 (Frobenius-Zolotarev).

VYueGL(E), e(u) = (det(u))

ol u est vu comme une permutation des éléments de E.
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V s?i

FIGURE 1 - La suite de polygones.
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